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Gerolamo Cardano (1501-1576) Liber de ludo aleae (1524).

Galileo Galilei (1564-1642): Discorso sopra il gioco dei dadi in Opere (1744)

Blaise Pascal (1623-1662) Lettres à M. Fermat (1654)  su questioni poste dal Cav. de Méré.

Christian Huygens (1629-1695) De ratiociniis in ludo aleae (1657) in Opera varia (1724)

Isaac Newton (1643-1727)  Carteggio con  Mr. Samuel Pepys (1693)

Pierre Rémond de Montmort (1678-1719) Essay d’analyse sur le jeux de hazard (1708)

Jacob Bernouilli (1654-1705)  Ars Conjectandi (1713, postumo)
Abraham de Moivre (1667-1754) The doctrine of chance (1718)

George Louis Le Clerc de Buffon (1707-1788): il problema dell’ago (1733), discorso tenuto presso l’Accademia delle Scienze di Parigi
Thomas Bayes (1702-1761) & Richard Price: An essay toward solving a problem in the doctrine of chance (1763)
Pierre Simon de Laplace (1749-1827) Théorie analytique des probabilités (1812)

Simeon Denis Poisson (1781-1840) Recherches sur la probabilité … (1837)

Pafnuty L. Chebyshev (1821-1894)  papers (1867, 1887) pubblicati postumi da Markov
J. Bertrand (1822-1900): Calcul des Probabilités (1888) Chord Paradox, 3-card Paradox

Henri Poincaré (1854-1912): Calcul des Probabilités (1896, 1912)

Andrei A. Markov (1856-1922): Foundations in probability calculus (1912)

Louis Bachelier (1870-1946): Calcul des Probabilités (1912)

Gino Castelnuovo (1865-1952): Calcolo delle Probabilità (1919, 1925)

A.N. Kolmogorov: Foundations in the theory of probabiity (1933)

…….

QUESITI . . . STORICI !

Un amico a Galileo: gettando 3 dadi si può fare 9 o 10 con 6 terne di addendi:

  9 = [1 2 6], [1 3 5], [1 4 4], [2 2 5], [2 3 4], [3 3 3]

10 = [1 3 6], [1 4 5], [2 2 6], [2 3 5], [2 4 4], [3 3 4]

Perché allora il 10 esce più spesso del 9 ?

Il Cav. De Méré a Pascal: gettando 3 dadi l’11 e il 12 si possono fare entrambi in 6 modi

11 = 6+4+1 = 6+3+2 = 5+5+1 = 5+4+2 = 5+3+3 = 4+4+3


12 = 6+5+1 = 6+4+2 = 6+3+3 = 5+5+2 = 5+4+3 = 4+4+4

Perché allora l’11 esce più spesso del 12 ?

Il Cav. De Méré a Pascal: è più facile fare almeno un 6 gettando una sola volta 4 dadi o fare un doppio 6 gettando 24 volte una coppia di dadi ?

Samuel Pepys a Newton: è più facile fare un 6 avendo a disposizione 6 lanci di un dado, o farne due avendo a disposizione 12 lanci, o farne tre avendo a disposizione 18 lanci ?

Buffon: Sul pavimento sono state disegnate delle sottili linee parallele a distanza d  l’una dall’altra. Qual è la probabilità che un ago lungo d,  gettato a caso sul pavimento, intersechi qualcuna delle linee?  (Risposta: 2/π )

Paradosso n.1 di Bertrand: Se si traccia  a caso una corda in un cerchio, qual è la probabilità che essa sia più lunga del lato del triangolo equilatero inscritto?

Paradosso n. 2 di Bertrand: Si mettono in un cappello 3 carte, una con entrambe le facce nere, una con entrambe le facce bianche ed una con un faccia bianca e una nera. Si estrae a caso una carta che, posata sul tavolo, mostra una faccia nera. Qual è la probabilità che l’altra faccia sia bianca?

CONCETTI BASE DEL CALCOLO DELLE PROBABILITA’

· MECCANISMO ALEATORIO

· ESPERIMENTO ALEATORIO  (PROVA)

· EVENTO ALEATORIO

· TIPI DI EVENTI:  INCOMPATIBILI, INDIPENDENTI,  GENERICI

· PROBABILITA’ DI UN EVENTO

· PROBABILITA’ DI EVENTI COMPOSTI: somma e prodotto

· EVENTI CONDIZIONATI  A/B  E LORO PROBABILITA’

· TEOREMA DI BAYES

· VARIABILE ALEATORIA, discreta o continua, e suo RANGE

· DISTRIBUZIONE CUMULATIVA di PROBABILITA’ (cdf)

· FUNZIONE DENSITA’ DI PROBABILITA’ (pdf)

· VALORE ASPETTATO DI UNA V.A., VARIANZA e altri momenti

· DISTRIBUZIONI: uniforme, Bernoulli, Poisson, Gauss, etc.

· LEGGE DEI GRANDI NUMERI E SUE VIOLAZIONI

· TRASFORMAZIONE DI UNA V.A. E DELLA SUA PDF

· VETTORI DI VARIABILI ALEATORIE

· COVARIANZA E GRADO DI CORRELAZIONE FRA DUE V.A.

· DISTINZIONE FRA I PARAMETRI DELLA DISTRIBUZIONE TEORICA E LORO STIME CAMPIONARIE

ESEMPIO: Una cosa è 
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, il valore aspettato o valore medio di una V.A.  X , e un’altra cosa è la stima che cerchiamo di dare di 
[image: image2.wmf]m

, raccogliendo N estrazioni di X e facendone la media aritmetica. Questo secondo oggetto è in realtà a sua volta una variabile aleatoria 
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 dato che essa varia al variare del campione di N estrazioni. Di 
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  si può quindi studiare la disribuzione di probabilità (che dipenderà da quella postulata per X), il valore aspettato, la varianza etc. , al variare di N, cioè della numerosità del campione usato. 

LEGGE DEI GRANDI NUMERI

Se 
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 esiste finito, dato comunque ε > 0  

  
[image: image6.wmf]{

}

0

n

n

limPrM

®¥

-m>e=


TEOREMA DEL LIMITE CENTRALE

Se 
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 e 
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 esistono finiti, dato comunque z 
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ECCEZIONI:  UN ESEMPIO FACILE
Una violazione della Legge dei Grandi Numeri è data da una variabile aleatoria così definita:  Y=1/X dove X è uniformemente distribuita fra 0 e 1.   Infatti la distribuzione cumulativa di probabilità di Y è   
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     G(y) = Prob(Y<y) = Prob(1/X < y) = Prob(X>1/y) = 1 – 1/y

La densità di probabilità è perciò :   g(y) = G’(y) = 1/y2  

Ne segue che il valore aspettato è :  
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UN'ALTRA ECCEZIONE: IL PARADOSSO DI PIETROBURGO

(Daniel Bernoulli, 1733)

Tiro una moneta fino a che non esce “croce”. 

Se L è il numero di lanci occorsi, il banco mi paga 2L ducati.

Qual è la posta equa da versare al banco per poter iniziare la singola giocata?

Esempio: esce TTTC, il banco mi paga 24=16 ducati. 

Concetto di gioco equo

Sia s la posta, p la probabilità dell’evento che mi fa vincere, e Q il coefficiente di vincita, cioè Qs sia la vincita lorda che mi viene versata in caso di successo.  Allora con probabilità p vinco Qs – s mentre con probabilità 1 – p perderò la posta s. Pertanto la vincita media aspettata è :   w = p(Qs – s) + (1 – p)(-s) = s(pQ – 1).
Il gioco si dice equo se w = 0, cioè se Q = 1/p .  Di solito si ha invece Q < 1/p, con gioco sfavorevole per il giocatore. 
Nel caso del gioco di Pietroburgo, si ha che con probabilità ½  vinco 2 ducati (se esce subito croce), con probabilità ¼  (TC) vinco 4 ducati, con probabilità 1/8 (TTC) vinco 8 ducati, e così via. Tenendo conto dell’eventuale posta d’ingresso s, la vincita media aspettata sarà:

w = – s + 2 (1/2)+ 4 (1/4) + 8 (1/8) + …. =


 

=  – s + ( 1 + 1 + 1 + 1 + …)

Pertanto, una posta s in grado di garantire un gioco equo (w = 0) ,  deve essere infinita.  Eppure  il gioco vale poche decine di ducati. 

La ragione di questa situazione paradossale risiede di nuovo nel fatto che ci siamo imbattuti in una V.A. , cioè la vincita netta W, che ha un valore aspettato, w, infinito per ogni possibile posta d’ingresso finita. In casi come questo la legge dei Grandi Numeri non si applica e i campioni desunti dall’osservazione hanno proprietà che non sono facilmente prevedibili, anzi, di solito piuttosto bizzarre. Ecco un esempio per numero di giocate pari a 1000 e 10000. [image: image12.emf]0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
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Per cercare di capire perché la vincita media è così bassa, mentre quella teorica aspettata è infinita, si può delimitare un intervallo fiduciale per L , 
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, tale che la probabilità intercettata da tale intervallo sia 1 – 1/N. In tal caso, se si fanno N giocate, in media solo 1 giocata su N sarà più lunga di m e, spesso, nessuna lo è.

In tal caso la vincita massima sarà 
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m

 , che sarà pari circa a N, e la vincita media sarà pari circa a 
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. Per esempio, per N=1000 abbiamo una probabilità p=0.999 che le cose vadano su per giù così. Allora la posta d’ingresso per un gioco equo sarebbe circa
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Bene. Questo sembra in accordo a grandi linee col comportamento osservato nei due istogrammi sopra riportati.

Ma c’è ora un aspetto paradossale che ne consegue. La posta equa d’ingresso ad ogni giocata sembra a questo punto dipendere dal numero di giocate che ci ripromettiamo di fare!
Questo è inaccettabile da un punto di vista logico, perché il numero di giocate che intendiamo fare non dovrebbe assolutamente influenzare la posta che ci viene richiesta ad ogni singola giocata.

Tra l’altro ciò è impraticabile per il banco, che dovrebbe chiedere poste diverse a giocatori diversi solo perché l’uno si ripromette di giocare più a lungo dell’altro! 

C’è un modo per aggirare questo ostacolo, cioè di svincolare la posta da N, facendo sì che, per ogni N, il totale delle poste fin lì pagate dal giocatore assommi circa a 
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. Basta far pagare una posta crescente ad ogni successiva giocata. Se siamo alla k.ma giocata, fatti dei semplici conti, si vede che occorre chiedere una posta
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Ma anche questo tipo di posta ha del paradossale perché, finita una giocata, tutto torna come prima e apparentemente non v’è alcun motivo da parte del banco di pretendere una posta maggiore dal giocatore alla giocata successiva. Fatto sta che, se il banco non agisse così, prima o poi potrebbe essere spazzato via da una fluttuazione anomala, cioè da una serie abnormemente lunga di “teste” prima della comparsa della prima “croce”.  Usando le parole inquietanti di Feller (1968):

“It is perfectly possible to determine entrance fees with which the Petersburg game will have all properties of a ‘fair’ game in the classical sense, except that these entrance fees will depend on the number of trials instead of remaining constant.”

Insomma, comunque si faccia, ogni tentativo di garantire l’equità del gioco ci porta a soluzioni che sfociano nel paradossale, ognuna delle quali sembra suggerire che, almeno in questo contesto, il caso può avere una memoria. Ma è possibile che giochi d’azzardo, anche molto semplici, portino, incorporata nella loro struttura, una sorta di freccia del tempo che ricorda vagamente l’irreversibilità espressa dal Secondo Principio della Termodinamica?
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