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Af{inché ìa sorrma S sia convergerìte quando tutti i  òdiventano infi-
n i tamente p iceol i ,  o l t re a l  ta t to che la hrnz ionef(x)  s ia l imi tata,  oc-
corre aìnche che ì 'ampiezza complessiva degl' inten'all i , in cui le o-
sciÌlazioni sono > o qtralr.rnqrre si;t o, possa essere resa arbitrariame-
ne piccola mediante un'opportuna scelta c' l i  d.

Per qrresto teorenliì vale anche il viceversa:

Se ìa f r rnz. ionel i r /  è  scnrpre l in i i ta te e sc a l  c lecrescere in f in i tamente
cì.i tr"rtte le granclezze 6l'ampiez-z-a contplessiva s degl' intervall i, in cui
le oscil lazioni clella funzione sono maggiorì di una granclezza data
o,  c l iventa sempre '  a l la  f ine in f in i tamente p iccola,  a l lora la  somma S
e con\ /e |gente,  q l rando tut t i  i  óc l iventano inf in i tamente p iccol i .

BERNHARD RIEÀ'IANN, Uber die Darstellbarkeit einer Funktiort
durch eine trigortornetische Reihe, 58 4 e 5.

38.  LE SEZIONI  DI  DEDEKIND

Nel  1872 Dedekind dava aì le  s tampe rrn opuscolo in  cui  presentava una de-
f in iz ione r igorosa (e c lunque a sLro c l i re ,  uar i tmet icau)  c leUa nozione intu i t i -
va d i  cont inui tà del la  rc t ta.  In  questo sc l i t to ,  or ig inato dal le  srre lez ioni  nel
1858 al Politecnico cli Zurigo e dir, 'entato rrn classico della letteratura mate-
matica, Dedekind studiaviì le proprielà topologiche e cli orclirramento clel-
l ' insieme clei nr-rmeri razionali e cli cluello dei ptrnti della retta, introduceva
il concetto di sezione del carnpo dei numeri razionali e, per questa via, cle-
finiva la nozione cli ntrmero irrazionale e cltrella di ntrmero reale, che sta
aÌla base cìei piùr importanti concetti dell 'analisr.

Nel considerare una grandezza variabiìe tendente ad un valore-limite fisso
(e cio nelìa dimostrazione ciel teoremir che ogni grandezza sempre ma non
il l imitatamente crescente tende ceftamente ad r-rn l imite), ricorrevo all ' in-
tuizione geometrìca. Ritengo anche adesso che daì punto di vista didattico
l'uso cli consideraz-ioni geometriche sia molto trt i le nel primo insegnamen-
to del caicolo differenziale e che anzi esso sia indispensabile, se si r,uol evi-
tare una eccessiva percìita di tempo. Ma nessuno, credo, von'a sostenere
che una tale introduzione nel calcolo differenziale possa vantarsi di essere
scientif ica, Tanto era i l mio malcontento che presi la ferma decisione di ri-
f lettere finché non trovassi una base plrramente aritmetica e completamen---
te dgorosa dei prìncipii del calcolo clifferenziale. Spesso si dice che il calco-
lo differenziale si occr-rpa di grandezze continue, eppure non si dà mai una
definizione di questa continuità. Le trattazioni piu rigorose che si hanno
deì caìcolo differenz-iale non basano le loro dimostrazioni sulla contirruita,
ma fanno invece appello piu o meno coscientemente a rappresentazioni
geometriche o si setrono di teoremi che a loro volta non furono mai rigo-
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rosamente dimostrati con mezzi plrramelÌte aritmetici. A questi teoremi
apparliene, per esempio, i i  teorema sopra menzionato ed io, dopo un esa-
me più accurato, mi sono convinto che questo teorema o ogni altro teore-
ma acl esso eqrrivalente può essere consiclerato in un ceúo senso come base
suf{ìciente clel calcolo ditferenziale. E allora si trattava soltanto di scoprire
ncgli elementi dell 'aritmetica la vera origine cli questo teorema, acquistani
do con ciò nello stesso tempo trna definizione effettiva della continuita. i,,.] '
Per i l  nostro scopo immediato ha [...] imporranza una [...] proprietà dei si-
stema R clei nun'reri razionali, ia quale si può esprimere dicendo che il si-
stema R costitrrisce Lln campo ben ordinato ad una dimensione e che si e-
stenile all ' infinito in due direzione opposte. [...]
Per esprinrere che i simboli a, ó indicano lo stesso nunlero razionale, si
sclive c = b, come pLrre b = c. L'essere due numeri razionali a e D distinti
tra ìoro si manifesta nel fatto che Ia differenza a - b ha un valore positivo o
negativo. Neì primo caso 4 si dice maggiore cli b e lt minore di a, in simboli
u > h ,  b  < ( 1  r ) . N e l  s e c o n d o c a s o , a v e n d o  b - c  u n v a l o r e p o s i t i v o , s e g u e
b > u, a < b. fuguardo a questa doppia possibil i tà che si presenta per due
numeri clistinti, valgono Ie leggi seguenti:
1 '  Se s i  haa > b e b >c,  a l lora s i  haa > c,  Quanclo a ec s iano due numer i
distinti (diseguali) e b sia rnaggiore dell 'uno e minore dell 'altro, allora, sen-
za temere aììusioni a rappresentazioni geometriche, diremo brevemente
cl rc  ó s ta t ra i  d t re numer i  c  e c .
2" Se a, c sono due numer-i cl istinti, allora esistono infinit i numeri b Irz a e c.
3o Se c è rrn numero dato, allora tr.rtt i  i  numeri del sistema R si ripartiscono
ir.r ch-re clzissi A,, e A' contenenti ognuna ir-rf init i elementi; la prima classe
A, compre'nde tutti i  ntrmeri c, che sono < n, la seconda classe A, compren-
cìe tLrtt i i  t lrnrerj a, che sono > c. I1 nr.rmero d stesso può essere incluso a
piacere o nella prima o neìla seconda classe, e sarà allora corrispondente-
ll lente o i l numero massimo della prima classe, o i l numero minimo della
seconda classe. In ogni caso la ripartizione del sistema R nelle dr"re classi
A' A2 è di tale natura che ogni numero della prima classe A, è minore di o-'
gni numero della seconda classe A..

g2
CorurRoxro rRa I NUtlfERl RAZ.IoNALI

I] I PUNTI DI IJNA RETTA

Le proprìetà clei numeri razionali sopra accennate ricordano le mutue rela-
zioni cii posizione che intercedono tra i punti di una retta L. Se chramere-
mo (destro,  e (s ints t ro))  idue' , ,ers i  oppost i  su l la  ret ta,  a l lora,  essendop,  q
tltre pturti distinti, o p sta a clestra cli q, e contemporaneamente q sta a sini- '
stra cli p, o inversamente q sta :i destra di p, e in pari tempo p sta a sinistra
di q. Un terzo caso è impossibile, se p e q sono effettivamente punti distinti.
Riguardo a queste relazioni di posizione valgono le leggi seguenti;
l '  Sep sta a destra di q e q sta ancora a destra di r, aììora anchep sta a de.
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stra di r, e si dice che 4 sta lia i punti p ecl r.
2 Se p, r sono punti distinti, .illom vi sono sempre intiniti ptrnti 4 trz p ed r.
3" Se p è un punto dato cli L, allora ttrtt i  i  punti di L si ripartiscono in due
classi P,, P, contenenti ognr-rna infinit i elementi; la prima classe P,, com-
prende tutti i  punti p, situati a sinistra di p, e la seconda classe P, compren-
de tutti i  punti p2 situati a destra di p. I l punto p stesso può essere incluso a
piacere o nella prima o nella seconda classe. In ogni nrodo la ripaniz.ione
della retta L neìle due classi è dì tale natura che ogni pur-rto della prima

classe P, sta a sinistra di ogni punto clella seconda classe Pr.

Questa analogia tra i numeri razionali e i ptrnti di una retta diventa noto-
riamente un legame effettivo, c1-ralora si f issi sr-rl la retta un ptlnto come ot-i-
gine, cioè i l punto zero 0, e si scelga una detetminata unità di lunghezzzt
per misurare le distanze. I 'er ogni numero mzionale c si può allora costmi-
re una lunghezza corispondente, e si porta questa lunghezza sulla retta, a
destra o a sinistra del punto 0, secondoché a è positivo o negativo, allora si
arriva a un punto estremo deterrninato p, il qtrale può essere consíderato
come plrnto corrispondente al numertl c. Al numero razionale zero corri-
sponde il punto 0. In questa maniera ad ogni numero tazionale a, cioè ad
ogni eìemento di R, viene a colr-ispondere tlno e un solo punto p, cioè un e-
lemento di L. Se a cltre numerí a, b corispondono ríspettivamente due
punti p, q, e se si ha, a > b, allora p sta a ciestra di q. [...]

s3
La coN-t'rt'it;trÀ DELLA RETTA

Ora è deila massima impoflanza il fatto che esistono sulla retta L infinit i
pr-rnti i  quali non corlispondono a nesstln nttmero razionale. Se un punto p
corrisponde a un nrrmerci raz.ionale a, allora Ia lunghezza o p è notoria-
mente commensLrrabile con la trnità di lLrnghezza presceìta nelìa costnrzio-
ne, v. a d. esiste una terza h-rnghezza, la cosidetta misr-tra comune, dí cui
quelle due siano multiple intere. Ma già i Greci antichi sapevano e hanno
dimostrato che esistono iunghezz.e ittcomtrerrsurabil i con una data lun-
ghezza unitaria, p. es., la diagonaìe di un quadrato i l cui lato si assuma per
unita di lunghezza. Se si potta trna tale h-rnghezz-a strl la retta ei partire dal
punto o, allora i l punto estremo che si ottiene non corrisponde a nessun
nlìmero razionale. Siccome inoltre si Jruò dimostrare facilmente che esisto-
no in f in i te  ìunghezze incommenstr rabi l i  con la  data l t rnghezza uni tar ia ,
possiamo affermare che la retta L è infinitamente pitr ricca di punti che
non il campo razionale R cli numeri. Quindi i numeri razionali non basta-

no per poter seguire airitmetican)ente tuttì i  fenorneni sulìa retta, e appare
percio inclispensabile raffinare r;ostanzialmente lo stnrmento R, creando

numeri nuovi, di gr.risa che il carnpo dei nurneri acquisit i sia altrettanto
completo o, diciamo subito, altrettanto contìnuo, quanto lo è la retta.

Le considerazioni precedenti sono tanto note e familiari a tuftì, che il ripe-

terle Duò sembrare suoerfluo. Cio nondimeno ne ho ritenuto necessaria la
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l  lLìall l t()luìzlone l)er preparare oppofiunarlente i l ten'eno alla questioner
p'incipale. L:r via per ra qtraìe finora si sole'ano introcrurre i numeri irraizi.rrali a\/eva comc punto di r)artenza ir co'cetto cli grandezza l.tensiua, i lqrri i le per'ò non è mai stato csso stcsso ben definito, 

"e 
seguenclo questa via)si n'riva'. :r definir-e iì n'mero come risultzrto creila ;.;; dì una tarqgr-a.cle zze pcr mczzo di un'altra gr.anclezzariello stesso g"""."ì;. . r)

I '  sra 'ece io chieclo clre |aritmetica si svorga du r" n-,"E.rir ' ,u. si puo conlceclet'c in ' ia generale che l 'occasione immeàiata clell 'estenri"r. .r.r concet-.:t 'cl i rrrme'o f ' fb.nita da rappr.esentazioni non aritmetiche (tuùvra, que,
sto non è stalo affatto i l caso pe. qtrel che r-iguarcla l ' introdJzione dei nu_,rreri complessi). Ma cio senza dubbio non òostituisce una ragione suffi,
ciclt le per raccogliere qtleste rappresentazioni nella stessa scieiza r_lei nu.rneri, cìoè nell 'arri{r 'etica. come i .umed negati ' i  e razionali fratti debbo_
'c) e poss()no essere introdotti con un l ibero atto creativo, e come ie leggi
clelle operaz.iori srr di ìor-o si <iebbono e si possono riconclurre alle leggi del_lc opcrazioni s' i nunreri interi positi ' i  - ailo stesso modo si cleve cercare dicla.e rrna definizione conlpìeta crci nLrmeri irrazionali unicamente per mez-zr clei 'Lrme.i razionali. fumane soltanto ra q'estione; cclme tarlo?
Dal c'.horto fzrtto sopra tra ir campo R crei numeri razionari e ra retta sia-nro srlrt i portati a riconoscere i l carattere lacunare, incompleto, la disconti_rr.ità clerl pri 'ro, rnentre alla retta noi attribuiamo Ia qualità cli essere com-picta,  scnz-a Iacur . rc ,  .ss ia cont inrra.  Ma quest . ì  cont inui tà propr io in  checrtsii c<tr-tsistt ?
[.a .isposta a qlresta clomanda deve comprencìere in sé tutto, ed essa soltan-Io pern]etter'à cli svolgere su bzrsi scienti l iche lo .stuclio a; ttr.t i i  i  . 'Àpi con-ti^tri Naturalmente, nuiìa si raggiunge quando, p". rpr"gu." la continuita,
1i 

parla in moclo vago di uno .onn.rrionè ininr"r-.otta'neìie pu.ti-piu pi..o-
le; cirì che si nchiede invece è di formurare ,na propnetà caratteristica ep.ecisa clella contin'ita, la qr-rale possa servire cli base a cleduzioni vere eproprìe..Vi avevo pensato senza fmtto per molto tempo, -u finJÀ"nr" ,.o_vai cio che cercavo. I l mio risurtato .oà forse giucricat" a^ ,.J" f",=one invaric'r nroclo, ma la maggior parte, credo, sarà concorde ner ritenerro assaibanale. Esso consiste n"lru cònsiderazione seguente. Si è ri levato ner $ pre-
cedente che ogni punto p delra retta determi-na una decomporlrrune deìta
mede.si*a in due parti.d.i tare natrrra che ogni ptrnto di una di esse sra a sr-nistra cli ogni p'nto ciell 'altra. ora io veclo fbssenza clella contintrità nell, in-r,,crsione (l i questa proprietà, e cioè nel principio scguente:
u-Se rrna l iparlizione di tutti i  punti clelia retta in clue classi è 4i tale naturaclic .gni pLrnto di una delle classi sta a sinisrra cli ogni punrn a.tioiìra, alro-
ra esiste rrno e Lrn solo punto dal quare questa rrpartiziàne di tutti i  punti inclue clarssi, o qilesta clecomposizione creila retta in crue par1i, è procìotta>.
conre ho già cletto, credo cii non sbagliare ammettencrà ch. og.r.,.ro ricono-
sceia .srbit() l 'esattezza clel principio enunciato. La maggior iarre crei miei
lctt.r i p'over'à rrna grancle disii l*i ione nel|apprenc1"." i[.e i l ;;; banari_
tà che cler,e s'elare i l mistero cìeìla continr.ri ià. A questo proposito osservo
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quanto Segue. Che ognLrno trovi i l  prirrcipio t:nunciato tanto evidente e tan-

to concorclantc con la stra propria I 'appresentazione della retta - ciò rni

sodclisfa al massirno graclo, perché tté a me né ad altri è possibile dare cli

questo pr inc ip io una ( l imost t 'az ione qrra ls ias i .  La propr ietà del la . ret ta e-

spressa da questo ptincipio non è che tt l assiomzr, ed è soìo sotto forrna di

questo assioma che noi pensiamo la continrrità rlella retta, clte riconoscia-

mO alla retta ìa sr-ra continlità. Non occorTe affatto cl 're 19 spazio, se eSSo

ha lna reale esistenza, sia necessariamente contintro; moltissinle clelle srre

proprietà dman-ebbero tali e quali, anc:Ìre se esso ftosse cliscontinuo. Se noi

iapèssimo con certezzaì che lo spazio è cliscontinuo, ntrl la c' impeclirebbe, se

ciiacesse comodo, di colmare le srte lactrne nelìa nrlstra nlente e cìi render-

lo  quinc i i  cont inuo,  N4a questa operazione mentale consisterebbe nel la

creazione di nuovi elementi puntrrali e dorî'ebbe essere esegtrita confonnc-

mente al principio sucldetto.

s1
LA cREAZIONE I)EI Nt.rN,thRI IRR{zIONALI

Le u l t ime parole i l lunt inano chiaramente la  v ia per  la  qLra le s i  p t rò grr rnge-

re a Un Campo Continuo, ampliantlq íl campo cliscontintro R clei nr-rmeri

razionaìi. Nel $ I (t1) abbianro ri leyato che ogni nLlmero raz-ìonale c deter-

ntina una ripartizione del sistenta R in cltre r:ìassi A,, A. cli tale natura che

ogni  numero a,  del la  pr ima c lasse A,  è t l inore d i  ogni  nt l lneroa,  c ìe l la  se-

con<ìa classe A"; i l  numero d stesso è o i l nlrmerci massirno tlella prima

classe, o iì nurner,-l minimo della seconda. Ora, noi chiameremo.seziotte e

indicheremo col simbolo (A, , A,) ogni ripartizione clel sistema R in cltre

classi A,, A, che goda soltanto cli qtresta prgprietà caratteristica che ogni

numero delìa classe A,, sia minore di ogni numero clella classe Ar. Possia-

mo dire allora che ogni numero lazionaìe a cletermina ttna sezione o piut-

tostO due sezioni, le quaii però noi non considereremo come essenzial-

mente distinte. Questa sezione gctde inoltre rlella proprietà rtlteriore, che o

tra i numerì clelìa prima classe esiste tln ntlrnero massimo, o tra i nLlmen

della seconda classe esiste un lìLllnero tninimo. E inversamente, se tlna se-

zione gode di quest'tr lt ima proprictà, allora essa è prodotta cla clttesto ntt-

n re rc  raz iona le  mass imo  o  m in i t no .
Ma è fac i le  provare ì 'es is tenza d i  in f in i te  sezioni  non prodot te da nesst tn

numero raz ionale,  [ . . . ]
Nel fatto che non tutte le sezioni sono proclotte da nttnleri razionaìi con-

siste ì ' incompletezza o la discontinr.rita clel (lampo R di tutti i  nr'rmeri ra-

z ional i .
Orbene, ogni volta che è data rrnzr sezione (A' A1) che non sia proclotta cìa

nesslrn nutlero raz.tonale, nO\ CreiAtttO tln nllovo nttnlero, ttn nttntefO irrn-

Zionale a, che ncli consicleriamo come comllletamente definito cla qtresta

sezione; noi ciiremo che il numero rr con-islronde a questa sezione e che

esso la procluce. Aclesso clunque acl ogni sezione conìsponde ttno ed un
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solo numero deterrninato, razionale o irrazioltale, e noi consideret.emo co-
me distinti due numeri, quando e solo quanclo essi corrispondono a ciue
sezioni sostanzi;ì lmente distinte.

fu cnano D EDEKIND, St e t i gk e i t t t rul ina t i o n ale'/rLhlet t.

l )  In seguito dunqtte i termini (maggiore' e (mÌrìore), se non saranno ac-
compagnati  dal le parole nin valore assoluto,, vcrrarlno intesi ncl senso alge-
brico [N.d.A.]
2) I l  pregio apparente di qtresta definizione clel nLrmero, cioè la sua general i tr ì ,
spariscc quando si pensa ai numeri cornplessi.  I l  ruio palere invece è che i l
concetto di rapporto fra due grandezze cìel lo stesso genere possa essere svi-
luppato solo quando i  nrrmeri inazional i  siano già stat i  introdott i .  [N.d.4 ]


