
Teoria assiomatica T


Linguaggio (costanti, predicati, …)


Insiemi di assiomi  (formule)


Regole di deduzione

(tutte le tautologie sono teoremi)

T|–  
oppure
|–  
significa
 è teorema di T

un insieme di assiomi  è consistente
(o coerente o non contraddittorio)

se non esiste una formula  tale che   |–    e  |–  ¬
cioè
|– (  ¬

Teorema.   è inconsistente se e solo se si ha |–   per ogni .

(()
 ovvio

(()
(¬ è una tautologia e quindi è un teorema

Teorema.  |–  
se e solo se



({¬ } è contraddittorio

(()
 ovvio

(() Assumiamo  come insieme di assiomi.  Da ¬  segue contraddizione, cioè  si dimostra per assurdo.

esempio:


postulato delle parallele


altri postulati in geometria euclidea

 è dipendente se esiste un assioma che si deduce dagli altri


 tale che   – {}|–  
analogia con i sistemi
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esempi di teorie assiomatiche

geometria euclidea


(non solo nell’ultimo anno)

assiomi in Hilbert:

-
collegamento

-
ordinamento

-
uguaglianza  (o congruenza)

-
parallelismo

-
continuità

geometrie non euclidee
(variano ordinamento e parallelismo)

-
storia

-
non si ritrovano fatti noti (abitudine ad essere critici)

-
si ritrovano alcune proprietà note

-
si trovano altre proprietà

Aritmetica di Peano (Dedekind)

simboli:   0    +    .    ’

x ¬ (x’ = 0)

x y (x’ = y’  x = y)

x (x + 0 = x)

x y (x + y’ = (x +y)’)

x (x.0 = 0)

x y (x.y’ = x.y + x)

(H(0) x(H(x)H(x’))x H(x)
(induzione)

primo teorema di Gödel

«Nell’aritmetica di Peano c'è una formula  tale che né  né ¬  sono dimostrabili»

(questo capita in ogni teoria ragionevole per l’aritmetica)

in N, una formula è vera o è falsa, cioè, tra    e  ¬   una è vera

c'è una formula vera in N che non è un teorema dell’aritmetica di Peano

•
sintassi: manipolazione di simboli prescindendo dal significato

•
semantica: significato, interpretazione in una struttura

«teorema»
concetto sintattico

«vero»
concetto semantico

«teorema»  ≠  «vero»

altre teorie assiomatiche:

-
teoria dei gruppi  +

-
teoria dei campi   +   .

(teoria assiomatica algebra elementare)

problema didattico per la geometria

assiomatica globale  oppure
deduzione locale ?

«deduzione locale»:  collegare proprietà; supponendo noti certi fatti, scoprirne altri;  abituare alle deduzione senza inquadrare tutto in un unico sistema

posizioni estreme:


enunciare all’inizio tutti gli assiomi


non parlare mai di assiomi

(valore «culturale» degli assiomi!)

differenza fra

problemi aperti  e  problemi insolubili



(con certi strumenti)

•
Costruzioni con riga e compasso

•
Risoluzione per radicali di equazioni algebriche di grado maggiore di 4

•
Trovare un metodo generale che permetta di stabilire, per ogni enunciato, se si tratta di un teorema dell’aritmetica

logica nella didattica della matematica:

non tanto metodi per insegnare a ragionare, quanto riflessione su quello che si conosce, che si sa già fare

logica come scienza a posteriori
consapevolezza linguistica

distinzione tra parole come:

-
quindi / infatti

-
verifico / dimostro

-
suppongo / concludo

-
un / il
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