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ES-051
Scrivere esplicitamente una corrispondenza biunivoca tra Z ed N

(Esercizio del 18-01-2007 del corso di Didattica della Matematica, prof. Maroscia Paolo)

Soluzione

Dimostro che 
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, il che è impossibile (perché un pari non può essere dispari, e viceversa); analogamente, non può essere 
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Note
1)  L’inversa della f è la funzione 
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2)  Le f e g sono state costruite pensando ai pari e ai dispari, cioè alle classi dei resti modulo 2
3)  Esistono infinite corrispondenze biunivoche tra Z ed N. Ad esempio, se a partire da N utilizzo (anche) le classi dei resti modulo 3, allora posso costruire un altro esempio di corrispondenza biunivoca tra N e Z tramite la seguente coppia di funzioni biunivoche e mutuamente inverse 
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ES-052
Dimostrare che l’equazione: 
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 non ha radici in Z

(Esercizio del 18-01-2007 del corso di Didattica della Matematica, prof. Maroscia Paolo)

Soluzione

1° modo

Le eventuali radici razionali dell’equazione sono 
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, 
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, ma si verifica facilmente che nessuna di esse è radice dell’equazione, quindi questa non ha radici razionali e tantomeno intere.

2° modo

Scrivendo l’equazione nel seguente modo 
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3° modo

Posto 
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Pertanto, l’equazione data ha una sola radice reale 
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 (per il Teorema di Esistenza degli Zeri) e, inoltre, che non è intera.

ES-053
Verificare che il baricentro di un triangolo “divide” il triangolo stesso in sei triangoli tra loro equivalenti, cioè aventi la stessa area

(Esercizio del 18-01-2007 del corso di Didattica della Matematica, prof. Maroscia Paolo)

Soluzione
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	Le due aree indicate con x sono uguali perché riferite a triangoli, 
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 e 
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, con stessa altezza e relative basi, rispettivamente 
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, congruenti.

Analogamente per le aree indicate con y e z.

I due triangoli 
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 sono equivalenti perché hanno stessa altezza e relative basi, rispettivamente 
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Le virgolette di “dividono” si giustificano per il fatto che i sei triangoli ricoprono il triangolo 
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 ma non costituiscono una sua partizione, dato che non sono a due a due disgiunti.

Aggiungo che, con suddetta proprietà, e cioè che le mediane “dividono” un triangolo in sei triangoli equivalenti tra loro, si dimostra la nota proprietà secondo cui il baricentro 
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 divide ogni mediana in due parti in rapporto 
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	[image: image71.emf]A

C

B

M

N

L

G

x

z

z

H


	
[image: image72.wmf]CAG

e 
[image: image73.wmf]CLG

 hanno comune altezza 
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, quindi le rispettive aree stanno tra loro come le rispettive basi, 
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ES-054
Sia f una funzione dall’insieme dei numeri reali in sé.

Si considerino (separatamente) le due seguenti implicazioni:
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Qual delle seguenti affermazioni è corretta ?

A.    Se si dimostra α, vale anche l’implicazione inversa; lo stesso non si può affermare nel caso di β.

B.    Se si dimostra β, vale anche l’implicazione inversa; lo stesso non si può affermare nel caso di α.

C.    In entrambi i casi, se si dimostra un’implicazione, vale anche l’implicazione inversa.

D.    In nessuno dei due casi si può dedurre l’implicazione inversa.

(Esercizio dell’esame del 07-03-2007 di Didattica della Matematica, prof. Bernardi Claudio)

Risposta  A
Soluzione

Qualsiasi sia la funzione 
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, che coincide con l’implicazione inversa di α.

Se, ad esempio, 
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Note
1)  Se 
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2) Le due implicazioni 
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 si giustificano con la totalità dell’usuale relazione d’ordine di R.

3)  Se 
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5)  Esempi di funzioni, definite in R, iniettive ma non monotòne
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Se 
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(Problem 1, The Twenty-Third W.J. Blundon Mathematics Contest, 2006. Sponsored by The Canadian Mathematical Society in cooperation with The Department of Mathematics and Statistics, Memorial University of Newfoundland)
Soluzione

1° modo
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2° modo

Uso il cambiamento di base dei logaritmi: 
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Posto sempre 
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ES-056
Ad una festa, se una delle donne presenti se ne va, allora il 20% delle rimanenti persone sono donne. Se, invece, un’altra donna arriva, allora le donne risultano il 25% delle persone presenti. Quanti uomini ci sono alla festa ?
(Problem 3, The Twenty-Third W.J. Blundon Mathematics Contest, 2006. Sponsored by The Canadian Mathematical Society in cooperation with The Department of Mathematics and Statistics, Memorial University of Newfoundland)
Risposta  24
Soluzione

Indico con 
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 il numero delle donne presenti alla festa e con 
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 quello degli uomini. Risolvo, allora, il sistema
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ES-057
Si consideri un sistema di assiomi S per la geometria euclidea piana e si supponga che sia coerente e indipendente. Sia 
[image: image132.wmf]1

S

 il sistema di assiomi che si ottiene aggiungendo ad S il nuovo assioma H «la somma degli angoli interni di un triangolo è un angolo piatto». Sia 
[image: image133.wmf]2
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 il sistema di assiomi che si ottiene aggiungendo ad S il nuovo assioma 
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. Consideriamo le due teorie 
[image: image135.wmf]1
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 ed 
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; si può affermare che:

A.    Entrambe le teorie sono coerenti

B.    Entrambe le teorie sono indipendenti

C.    Una delle due teorie è contraddittoria e l’altra è dipendente

D.    Una e una sola delle due teorie è non contraddittoria e indipendente

(Esercizio dell’esame del 2004 di Didattica della Matematica, prof. Bernardi Claudio)

Risposta  C
Soluzione


[image: image137.wmf]1

S

 è dipendente dato che l’assioma H si deduce da quelli di S (è un noto teorema di S), mentre 
[image: image138.wmf]2
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 è contraddittorio (incoerente) perché contiene H e 
[image: image139.wmf]H
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ES-058
Nell’isola di Smullyan (dove vivono i furfanti che mentono sempre e i cavalieri che dicono sempre la verità) si svolge il seguente dialogo fra tre persone X, Y e Z:

X: <<Fra di noi ci sono almeno due furfanti>>

Y: <<Fra di noi ci sono al più due furfanti>>

Che cosa si può dedurre su Z, cioè sulla persona che non ha parlato ?

A.    É un cavaliere

B.    É un furfante

C.    Le informazioni sono insufficienti per stabilire se è cavaliere o furfante

D.    Le informazioni sono contraddittorie (quel dialogo non può svolgersi)

(Esercizio dell’esame del 2004 di Didattica della Matematica, prof. Bernardi Claudio)

Risposta  A
Soluzione

Se X è un cavaliere (cioè, è vero che i furfanti sono 
[image: image140.wmf]2

³

), allora Z e Y sono dei furfanti. Ma, se Y è un furfante (cioè, è falso che i furfanti sono 
[image: image141.wmf]2

£

), allora ci sono più di due furfanti, il che implica che anche X è un furfante, in contraddizione con l’ipotesi che X è un cavaliere.

Pertanto, X è un furfante (cioè, è falso che i furfanti sono 
[image: image142.wmf]2

³

). Ma, allora i furfanti o non ci sono o ce n’è uno solo. E siccome X è un furfante, allora è furfante solo lui.

In conclusione, Z è cavaliere (e anche Y è cavaliere, e ciò che dice è coerente perché 1 solo furfante soddisfa “al più 2 furfanti”).

ES-059
Supposto che 
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, esprimere x e y in funzione di a e b

(Problem 2 b), The Twenty-Fourth W.J. Blundon Mathematics Contest, 2007. Sponsored by The Canadian Mathematical Society in cooperation with The Department of Mathematics and Statistics, Memorial University of Newfoundland)
Soluzione

Il problema ha senso se x e y non sono entrambi nulli, il che equivale a dire che 
[image: image145.wmf]0
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. E se x e y non sono entrambi nulli, allora tali sono anche a e b. Inoltre, a e x sono concordi se non sono entrambi nulli, e così pure per b e y.

Quadrando e sommando ottengo
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cosicché
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ES-060
Se 
[image: image152.wmf]13)
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, qual è il valore di 
[image: image153.wmf]f(31)

?
(Problem 2, Part A, COMC-Canadian Open Mathematics Challenge, 2006. Sponsored by The Canadian Mathematical Society in collaboration with The Centre for Education in Mathematics and Computing)
Risposta  84
Soluzione

1° modo

Osservo che 
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2° modo

Pongo 
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e quindi 
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3° modo

Riscrivo 
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applico il Principio di Identità dei Polinomi e ricavo
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per cui 
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il che significa che posso considerare 
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cosicché 
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ES-061
Se 
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 per tutti i valori di x, qual è il valore di 
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(Problem 3, Part A, COMC-Canadian Open Mathematics Challenge, 2005. Sponsored by The Canadian Mathematical Society in collaboration with The Centre for Education in Mathematics and Computing)
Risposta  0
Soluzione

1° modo

La somma dei coefficienti di un polinomio è il valore che esso assume in 1, quindi

[image: image172.wmf]0
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2° modo

Fattorizzo il secondo membro


[image: image173.wmf]=

-

×

-

×

+

-

-

×

-

×

+

=

+

-

×

+

-

-

×

-

+

4)

(x

1)

(x

2)

(x

4)

(x

1)

(x

2)

(x

4)

5x

(x

2)

(x

4)

(x

2)

x

(x

2

2



[image: image174.wmf][

]

0

2)

(x

2)

(x

4)

(x

1)

(x

=

+

-

+

×

-

×

-

=


pertanto, 
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 è il polinomio identicamente nullo, cosicché (per il Principio di Identità dei Polinomi) tutti i suoi coefficienti sono nulli 
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3° modo

Sviluppo i calcoli nel secondo membro (lo espando), semplifico (lo riduco) e ottengo 0, cosicché 
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 identicamente (cioè, per ogni x), e quindi (per il Principio di Identità dei Polinomi) tutti i suoi coefficienti sono nulli 
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ES-062
Un rettangolo ABCD ha la diagonale di lunghezza d. Il segmento AE è perpendicolare alla diagonale BD. I lati del rettangolo EFCG hanno lunghezza n ed 1. Provare che 
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(Problem 2, Part B, COMC-Canadian Open Mathematics Challenge, 1996. Sponsored by The Canadian Mathematical Society in collaboration with The Centre for Education in Mathematics and Computing)
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Soluzione

1° modo
Con la geometria euclidea
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Pongo 
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Con il Teorema di Pitagora applicato a 
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, retto in G, ricavo 
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, retto in E, ricavo 
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Con il II Teorema di Euclide applicato a 
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, retto in E, ricavo 
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, vale a dire 
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Con il Teorema di Pitagora applicato a 
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, retto in A, ricavo 
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In quest’ultima sostituisco 
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dalla quale, sostituendo 
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 ad x, concludo con 
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2° modo
Con la trigonometria
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Pongo 
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Pertanto, 
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, dopodiché giungo alla tesi

partendo da 
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, cosicché
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oppure, semplicemente, applicando il Teorema di Pitagora al triangolo 
[image: image219.wmf]BDC

, retto in C
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[image: image221.wmf]3
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3° modo

Con la geometria analitica
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La retta r della diagonale BD ha equazione 
[image: image225.wmf]1
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, con m parametro reale positivo, mentre la retta s, perpendicolare in E alla retta r, ha equazione 
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Il punto B, intersezione di r con l’asse x, ha coordinate 
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 di D si ricava sostituendo la sua ascissa n nell’equazione di r. L’ordinata 
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 di A si ricava sostituendo la sua ascissa 
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 nell’equazione di s. Ma, dato che A e D hanno stessa ordinata, deve essere 
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Essendo d la distanza tra i punti B e D, ottengo
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sostituisco 
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cosicché 
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sostituisco 
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ES-063
È possibile disegnare su un foglio di carta quadrettata un triangolo equilatero avente come vertici dei “nodi” ?

(Esercizio del 18-01-2007 del corso di Didattica della Matematica, prof. Maroscia Paolo)

Risposta  NO
Soluzione

Indicata con u la lunghezza del lato del quadretto (basterebbe 
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), e supposti su “nodi” due vertici, A e B, del triangolo equilatero 
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, distinguo due casi, a seconda che il lato 
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	[image: image1.wmf]N

  

  

  Z

:

f

®


	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	[image: image1007.wmf]5

3

15

=

´


	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


Nel primo caso, detti m e n due interi 
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che non può essere intero in quanto rapporto tra un intero e un irrazionale

Nel secondo caso, invece, detto k un intero 
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ES-064
Trovare le radici reali dell’equazione 
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(Esercizio del 22-01-2007 del corso di Didattica della Matematica, prof. Maroscia Paolo)

Soluzione
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ES-065
È vero che risulta: 
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(Esercizio del 22-01-2007 del corso di Didattica della Matematica, prof. Maroscia Paolo)

Risposta  SI
Soluzione

1° modo

Uso la formula 
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2° modo

Uso le formule 
[image: image273.wmf]2

n

1

k

n

1)

k

2

(

=

-

å

=

 e 
[image: image274.wmf]2

1)

n

(

n

k

n

1

k

+

×

=

å

=



[image: image275.wmf]3

1

2

1)

n

(

n

2

n

1)

n

2

(

n

k

2

1)

(

)

1

n

2

(

n

k

2

1)

n

2

(

n

k)

2

1

n

2

(

1)

k

2

(

2

n

1

k

n

1

k

2

n

1

k

n

1

k

2

n

1

k

n

1

k

=

+

×

×

+

×

-

=

×

+

×

-

=

×

+

-

=

+

-

-

å

å

å

å

å

å

=

=

=

=

=

=


ma potrei anche partire da  
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ed effettuare per la sommatoria a denominatore la sostituzione di indice 
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3° modo

Per Induzione

Riscrivo la tesi in forma intera (diversamente, l’induzione è più ardua da provare!)
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Passo iniziale ovvio
Passo induttivo
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isolo l’ultimo dispari e per il gruppo dei restanti uso l’ipotesi induttiva
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estraggo il primo dispari dal primo gruppo
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riscrivo i termini esterni al primo gruppo sotto forma dei due dispari successivi a 
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elimino le parentesi e osservo che l’espressione ottenuta è la
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ES-066
Nel triangolo 
[image: image289.wmf]ABC

, M è il punto medio di 
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, come mostrato in figura. Se 
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(Problem 3, Part A, COMC-Canadian Open Mathematics Challenge, 2006. Sponsored by The Canadian Mathematical Society in collaboration with The Centre for Education in Mathematics and Computing)
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Risposta  75°
Soluzione

Osservo che 
[image: image295.wmf]°

=

°

-

°

=

Ð

-

°

=

Ð

150

30

180

AMC

180

AMB

  
[image: image296.wmf]Þ

  
[image: image297.wmf]°

=

°

-

°

-

°

=

Ð

15

150

15

180

BAM


e quindi 
[image: image298.wmf]MB

AM

º

 che, unito all’ipotesi 
[image: image299.wmf]MC

MB

º

, comporta 
[image: image300.wmf]MC

AM

º


cioè 
[image: image301.wmf]°

=

°

-

°

=

Ð

-

°

=

Ð

=

Ð

=

Ð

5

7

2

30

180

2

AMC

180

BCA

MCA

MAC


Note
1)  
[image: image302.wmf]°

=

°

+

°

=

Ð

+

Ð

=

Ð

0

9

75

15

MAC

BAM

BAC

, cioè il triangolo 
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[image: image306.wmf]ABC


	[image: image307.emf]B C

A

M

15°

30°

15°

75°

75°




ES-067
Verificare che l’equazione 
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 possiede infinite soluzioni intere

(Esercizio del 22-01-2007 del corso di Didattica della Matematica, prof. Maroscia Paolo)

Soluzione

1° modo

Esplicito rispetto ad x, 
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, e osservo che x è intero se e solo se y è dispari. Pertanto, l’equazione ha le infinite soluzioni
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2° modo

Uso il metodo risolutivo delle equazioni diofantee lineari in due variabili:

	Data 
[image: image311.wmf]c

by

ax

=

+

, con 
[image: image312.wmf]Z

c

 

b,

 

a,

Î

 e 
[image: image313.wmf]0

b

 

a,

¹


	l’equazione 
[image: image314.wmf]1

3y

2x

=

-



	
	

	se 
[image: image315.wmf]d

b)

 

MCD(a;

=

 divide c
	è banale dato che 
[image: image316.wmf]1

3)

 

MCD(2;

=

-

 e 
[image: image317.wmf]1

c

=



	allora l’equazione ammette soluzioni intere 
	quindi, l’equazione ammette soluzioni intere
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Notare che mutando k con 
[image: image329.wmf]k

-

 ritroviamo la forma delle soluzioni trovata con il 1° modo.


Note
Teorema sulla risoluzione dell’equazione diofantea lineare in due variabili

L’equazione 
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In generale, per il massimo comune divisore di due interi a e b, 
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Vale, inoltre, il seguente risultato, noto come “Lemma di Euclide”
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ES-068
Calcolare mentalmente 
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(Esercizio del 30-01-2007 del corso di Didattica della Matematica, prof. Maroscia Paolo)

Risposta  2
Soluzione

Uso 
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, cioè “vedo” il numeratore come
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e, mentalmente, costruisco la “mappa” seguente
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ES-069
Dati due numeri naturali m, n, quale delle due frazioni è la maggiore: 
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(Esercizio del 06-02-2007 del corso di Didattica della Matematica, prof. Maroscia Paolo)

Soluzione

Distinguo 3 casi

1)  
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ES-070
Dato il triangolo acutangolo 
[image: image413.wmf]DEF

, vengono tracciate le circonferenze 
[image: image414.wmf]C1

 di diametro DF, e 
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 di diametro 
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, come mostrato in figura. Inoltre, 
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 interseca 
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 nel punto interno Y, C1 interseca 
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 nel punto interno Z, il segmento 
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 interseca 
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 in P, e il segmento 
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 interseca 
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 in Q. Infine, il prolungamento di 
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 interseca 
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 in R, mentre il prolungamento di 
[image: image426.wmf]FZ

 interseca 
[image: image427.wmf]C2

 in S. Provare che P, Q, R e S sono punti cociclici (giacciono, cioè, su una stessa circonferenza)
(Problem 4, Part B, COMC-Canadian Open Mathematics Challenge, 2002. Sponsored by The Canadian Mathematical Society in collaboration with The Centre for Education in Mathematics and Computing. Il testo è stato leggermente modificato, ma non nella sostanza)
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Soluzione

1° modo

Osservo immediatamente che 
[image: image429.wmf]DZF

Ð

 è retto perché angolo alla circonferenza 
[image: image430.wmf]C1

 che insiste sul diametro DF. Analogamente, 
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 è retto. Indicato, perciò, con O il punto comune delle due altezze 
[image: image432.wmf]FZ

e 
[image: image433.wmf]EY

 di 
[image: image434.wmf]DEF

, ne consegue che la terza altezza, quella condotta dal vertice D, deve passare per O (ortocentro di 
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). Inoltre, il suo piede X giace sia su 
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, dato che 
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 è un angolo retto che insiste sul diametro 
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, e sia su 
[image: image439.wmf]C2

, dato che 
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 è un angolo retto che insiste sul diametro 
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.
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Ora, applico due volte il Teorema delle Corde
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quindi 
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 e 
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 sono simili, cosicché 
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essendo inoltre
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, perché che S, O e Q sono allineati per ipotesi, e
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, perché R, O e P sono anch’essi, per ipotesi, allineati
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Risulta, allora, che 
[image: image450.wmf]QRP
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, cioè 
[image: image451.wmf]PQ

 è sotteso da angoli congruenti di vertici R e S, il che implica la cociclicità dei quattro punti P, Q, R e S (pur ignorando il centro della circonferenza passante per essi).

Note
1)  Il fatto, non ovvio, che X sia comune a EF, 
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 e 
[image: image453.wmf]C2

 può essere provato anche considerando il punto 
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 intersezione di 
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 e 
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 e diverso da D, e provando che esso coincide con X. Infatti
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, cioè 
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e ciò, unito al fatto che 
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 è retto, implica 
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2)  In generale, quattro punti del piano A, B, C e D, a 3 a 3 non allineati (cioè, in posizione generale), sono cociclici se e solo se, considerato uno qualsiasi dei 6 possibili segmenti di estremi 2 dei 4 punti, gli angoli che insistono su di esso, di vertici gli altri due punti, sono congruenti o supplementari.
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3)  Data una semicirconferenza di diametro AB, se un punto P del piano è tale che 
[image: image465.wmf]APB

Ð

 è retto, allora P appartiene alla semicirconferenza. In caso contrario si avrebbero triangoli con due angoli retti.
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2° modo

Provo direttamente che il punto D è il centro della circonferenza passante per P, Q, R e S. In particolare, provo che D è equidistante da P, Q, R e S.

Con riferimento a 
[image: image468.wmf]C2

, risulta 
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 è (per ipotesi) un diametro e 
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 è una corda ad esso perpendicolare. Analogamente, risulta 
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Per concludere è sufficiente provare che 
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1° metodo

Per il Teorema di Pitagora applicato a 
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Analogamente, risulta 
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 e 
[image: image482.wmf]DRF

).

Essendo 
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 congruente a 
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, perché entrambi retti, allora i quattro punti E, Z, Y e F sono cociclici e, perdipiù, 
[image: image485.wmf]EF

 è diametro della circonferenza C3 su cui essi giacciono. Pertanto, DE e DF sono secanti di C3.
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Applico, dunque, il Teorema delle Secanti ricavando che 
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ES-071
Provare che, se x e y sono numeri reali positivi, allora 
[image: image507.wmf]y

x

2xy

2

y

x

3

3

+

+

³

+

+


(http://www.mathlinks.ro/Forum/viewtopic.php?t=8093; High School » Pre-Olympiad)

Soluzione

1° modo

Sfrutto tre volte la disuguaglianza tra medie
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sommando le tre disuguaglianze così ottenute, pervengo al risultato desiderato
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2° modo

Sfrutto la disuguaglianza tra medie 
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dopodiché, manipolo algebricamente il secondo membro della disuguaglianza fino a farlo diventare il prodotto di due termini non negativi
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3° modo
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Note

Volendo provare la disuguaglianza tra medie 
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e, a tale scopo, uso l’identità 
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Osservo, infine, che la disuguaglianza resta valida con la condizione meno restrittiva 
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È vero che l’inverso di 
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(Esercizio del 22-01-2007 del corso di Didattica della Matematica, prof. Maroscia Paolo)

Risposta  SI
Soluzione
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2° modo

Cerco 
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Ora, affinché l’uguaglianza valga, cioè il secondo membro sia razionale e coincida con 1, si deve verificare la condizione 
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E, infatti, il determinante della matrice dei coefficienti è
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dunque, il sistema ha una ed una sola soluzione che è
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Pertanto, esiste ed è unico l’inverso (moltiplicativo) di 
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infatti (procedendo come nel 1° modo)
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Nel caso generale, utilizzo lo stesso ragionamento del 2° modo

cerco, pertanto, 
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Se fosse
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allora avremmo risolto giacché, con la regola di Cramer, si avrebbe l’unica soluzione razionale
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e, pertanto, l’insieme costituito dai numeri reali del tipo 
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 il che è impossibile dato che 
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1° modo
Dal Principio di Identità dei Polinomi segue che 
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Mostrare che il numero x è razionale se e solo se possono essere scelti tre distinti termini in progressione geometrica dalla successione 
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(Problem 2, Canadian Mathematical Olympiad, 1993)
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(http://www.mathlinks.ro/Forum/viewtopic.php?t=147681; High School » Pre-Olympiad)
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e, analogamente, 
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perciò il sistema si trasforma in (nell’equivalente)
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Discuto i casi possibili
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cioè, le 3 espressioni 
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da cui, moltiplicando le 3 equazioni, ottengo 
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In conclusione, il sistema dato ha 8 soluzioni, di cui
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ES-076
I numeri naturali a e b sono tali che 
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(Problema 1, Olimpiada Matemática Española, Fase Nacional 1996, Tarragona, Primera Sesión)

Soluzione
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I numeri reali 
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(Problem 1, First Paper, Sixth Irish Mathematical Olympiad, 1993)

Risposta  2
Soluzione

Considero la funzione
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e osservo che essa è strettamente crescente in R e, pertanto, anche iniettiva, in quanto
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da cui, tenuto conto che 
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(cfr. ES-050 per la dimostrazione nel caso in cui a e b sono entrambi non nulli).
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Pertanto, risulta 
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ES-078

I punti X e Y sono scelti sui lati 
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[Problem 3, Senior Ordinary Level, International Mathematics Tournament of Towns at Toronto, Spring 2001. University of Toronto, Mathematics Network of Southern Ontario high schools and math clubs, University of Toronto mathematical science departments and anyone interested in mathematical ideas and activities]
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Soluzione

La costruzione dei punti X, Z e Y è mostrata nella seguente figura
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Costruisco il simmetrico 
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. Pertanto, sono tra loro congruenti i tre angoli 
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Essendo 
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, risulta che:
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  i quattro punti B, X, Z e Y sono cociclici (pur ignorando il centro della circonferenza passante per essi)
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Note
Anche 
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ES-079
a)  Trovare due numeri razionali x, y tali che: 
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b)  È possibile trovare un numero irrazionale 
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(Esercizio del 30-01-2007 del corso di Didattica della Matematica, prof. Maroscia Paolo)

Risposta  a)  basta prendere  
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Soluzione

a)

In alternativa ai valori  
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1)  posso usare la media aritmetica:  
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, ma è laborioso

2)  oppure la seguente proprietà dei numeri reali (facilmente verificabile)
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cosicché 
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b)

Se ne possono trovare non uno, ma un’infinità numerabile ed in una infinità numerabile di modi

Ad esempio, 
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La tecnica per provare che i vari 
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 sopra costruiti sono irrazionali (algebrici) è standard. Si ipotizza p.a. che 
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 sia razionale e si opera su di esso razionalmente (in modo tale, cioè, da rimanere nel campo Q) con un numero finito di “passi” fino ad isolare (pervenire a) 
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 che, perciò, verrebbe ad essere, contraddittoriamente, razionale (cfr. ES-019 per la dimostrazione dell’irrazionalità di 
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Prendiamo, ad esempio, 
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 e supponiamo p.a. che sia razionale
allora dovranno essere razionali anche i numeri
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, giungendo così ad una contraddizione
Note
Generalizzazione del problema

Inserire tra due razionali a, b, con 
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2) un’infinità numerabile di  
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Soluzione

Basta prendere
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ad esempio
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ES-080
Dato un quadrato magico 
[image: image928.wmf]3

3

´


	a
	b
	c

	d
	e
	f

	g
	h
	i


con 
[image: image929.wmf]R

i

 

h,

 

g,

 

f,

 

e,

 

d,

 

c,

 

b,

 

a,

Î

, e somma costante S, verificare che risulta sempre:  
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(Esercizio del 30-01-2007 del corso di Didattica della Matematica, prof. Maroscia)

Soluzione

Riscrivo gli elementi del quadrato attorno al centrale e, tenendo conto della somma costante S su ogni riga e colonna e, solo dopo aver completato il quadrato, vincolo le due diagonali ad avere, ciascuna, somma S

	Riscrivo la colonna centrale
	
	Riscrivo la riga centrale
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fisso un “angolare”, ad esempio l’elemento a, e completo la prima riga e la prima colonna
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in tal modo, l’ultimo elemento, quello di posizione (3; 3), deve essere
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e, pertanto, il quadrato magico diventa 
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ora, impongo che le due diagonali principali abbiano somma S, e cioè che valgano le due uguaglianze
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le quali, sommate, forniscono la relazione:  
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APPENDICE

Aritmologia cinese dei due Cieli

e

Quadrati magici



a Liliana, Roberto e Fabrizio

____________________________

Fonti:

1) Boschi Giulia, Medicina Cinese: la Radice e i Fiori. Corso di Sinologia per medici e appassionati, Casa Editrice Ambrosiana, Milano 2003;

2) Cheng Anne, Storia del Pensiero Cinese, in 2 voll., Einaudi, Torino 2000;

3) Filippani-Ronconi Pio, Storia del Pensiero Cinese, Bollati Boringhieri, Torino 1992;

4) Govinda Anagarika (Lama), La Struttura Interna dell’I King, Astrolabio, Roma 1998;

5) Granet Marcel, Il Pensiero Cinese, Adelphi, Milano 1995III;

6) Graham Angus C., La Ricerca del Tao, Neri Pozza, Vicenza 1999;

7) Liu Da, I King e la Numerologia, Astrolabio, Roma 1982;

8) Needham Joseph, Scienza e Civiltà in Cina, vol.2 Storia del Pensiero Scientifico, Einaudi, Torino 1983;

9) Pickover Clifford A., The Zen of Magic Squares, Circles, and Stars, Princeton University Press, 2002;

10) Walter Katya, Il Tao del Caos, Piemme, Casale Monferrato (AL), 1999;
11) Wilhelm Richard (a cura di), I Ching, Il Libro dei Mutamenti, Adelphi Edizioni, VI ed. 1998;
12) www.chinaknowledge.de;

13) www.wikipedia.org.

L

’aritmologia è lo studio dell’interpretazione simbolica del numero. Se l’intelletto non può accedere al principio ultimo della creazione (questo può essere solo intuito) tuttavia i fenomeni cui esso sottende si esprimono con moti, forme e funzioni che rispondono a leggi precise codificabili attraverso gli SHÙ 数 (數) “Numeri”, come quelli delle due mappe HÉTÚ e LUÒSHŪ, o dei due alberi binari dello ZHŌUYÌ 周易 “(Libro dei) Mutamenti dei ZHŌU”, altrimenti noto come YÌJĪNG 易经 (易經) “Classico dei Mutamenti”.
HÓNGFÀN   洪范 (洪範)  [鸿笵 (鴻笵)]  “Grande Piano (Modello/Norma/Regola)”

Inserito come capitolo nello SHŪJĪNG 书经 (書經) “Classico dei Documenti”
 e incorporato dal grande storico SĪMǍ QIĀN 司马迁 (司馬遷) (145-86 aC) nel suo SHǏJÌ 史记 (史記) “Memorie di uno (dello) Storico”
, è un piccolo trattato che, pur non risalendo, come afferma il testo, al primo periodo ZHŌU 周
, non sembra essere stato compilato dopo il IV sec aC. È composto da nove sezioni/rubriche/categorie, numerate da 1 a 9, contenenti le “ricette” che un sovrano degno di questo nome deve conoscere. Si ritiene che lo HÓNGFÀN sia la dissertazione tenuta da JĪZǏ 箕子 “(il) Visconte di JĪ”
 a ZHŌU WǓWÁNG 周武王 “Re WǓ (“Marziale”) degli ZHŌU”
, e le idee che il visconte espone sono attribuite al re saggio YǙ 禹
. Nella prima sezione sono enumerate le WǓXÍNG 五行 “5 Fasi” (emblematiche di un qualsiasi processo ciclico)
 nell’ordine seguente, detto SHĒNG XÙ 生序 “Ordine/Sequenza di Generazione (o Produzione)”
 e tradotto anche con “Ordine/Sequenza Cosmogonico/a”:
	1
	Acqua
	2
	Fuoco
	3
	Legno
	4
	Metallo
	5
	Terra
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	Acqua
SHUǏ 水
	Fuoco
HUǑ 火
	Legno
MÙ 木
	Metallo
JĪN 金
	Terra
TǓ 土

	È ciò che

inumidisce e scende (tende verso il basso)

e produce

il salato
	È ciò che

infiamma e sale (tende verso l’alto)

e produce

l’amaro
	È ciò che

si piega e si raddrizza

e produce

l’acido
	È ciò che

è duttile (obbediente) e multiforme

e produce

l’acre
	È ciò che

è seminato e mietuto

e produce

il dolce

	1

YĪ 一
	2

ÈR 二
	3

SĀN 三
	4

SÌ 四
	5

WǓ 五

	Nord

BĚI 北
	Sud

NÁN 南
	Est

DŌNG 东 (東)
	Ovest

XĪ 西
	Centro

ZHŌNG 中

	Basso/Sotto

XIÀ 下
	Alto/Sopra

SHÀNG 上
	Sinistra

ZUǑ 左
	Destra

YÒU 右
	


1, 2, 3, 4, 5 devono essere considerati come indici specificanti l’essenza e il rango dei vari elementi; quindi:

· l’Acqua viene prima (è stata generata prima) del Fuoco;

· il Fuoco viene prima (è stato generato prima) del Legno;

· e così via.

La sequenza dello HÓNGFÀN evoca le tappe della costituzione dell’universo (ecco perché viene detta sequenza cosmogonica), collocandole al contempo in un dispositivo spaziale. Si dice che:

· il numero (o classificatore) 1 governa l’ambito spaziale dell’Acqua che è il Nord;

· il numero (o classificatore) 2 governa l’ambito spaziale del Fuoco che è il Sud;

· e così via.

L’Acqua e il Fuoco si oppongono alle due estremità della linea che si disegna per prima e che si traccia verticalmente cominciando dal Basso (=Nord, dove tende l’Acqua) per andare verso l’Alto (=Sud, dove tende il Fuoco). Il Legno e il Metallo si contrappongono ai due estremi della seconda linea che taglia perpendicolarmente la prima e deve essere tracciata orizzontalmente da Sinistra (=Est) a Destra (=Ovest). La Terra occupa il punto centrale che la croce serve a determinare, punto che definisce il posto del capo.

Marcel Granet (1884-1940)
 “rimbeccò” il suo maestro Édouard Chavannes (1865-1918)
 che, credendo errata la sequenza cosmogonica, propose per la HÓNGFÀN di scambiare Metallo e Legno così da avere la sequenza/ciclo nota come XIĀNGKÈ 相克 o XIĀNGSHÈNG 相胜 (相勝) “Reciproca Conquista (o Controllo/Contenimento)” per lui più in linea con il periodo turbolento degli ZHÀNGUÓ 战国 (戰國, 戰囯) “Stati/Regni Combattenti”.

YUÈLÌNG  月令  “Ordinanze (Prescrizioni/Comandamenti) Mensili”
Compilato tra il VII e il III secolo aC, incorporato nel LǙSHÌ CHŪNQIŪ 呂氏春秋 (呂氏春秌) “Annali (delle) Primavere e Autunni di Messer (del Signor) LǙ”
 e nel XIǍODÀI LǏJÌ 小戴礼记 (小戴禮記) “Memorie sui Riti di DÀI il Giovane”
, è un antico calendario liturgico, di ritualità regale, di usanze e prescrizioni riservate al sovrano, composto da dodici capitoli, uno per ciascun mese. Tutti i capitoli seguono la stessa falsariga: vengono dapprima le caratteristiche astronomiche dei mesi, seguite da particolari relativi alle note musicali, numeri, sapori, sacrifici, ecc., associati, mentre il grosso del capitolo descrive le cerimonie imperiali da celebrare; in coda sono elencate proibizioni di varie attività, ed ogni capitolo si chiude enunciando quali calamità si abbatteranno se non saranno rispettati i giusti adempimenti. Lo YUÈLÌNG presenta gli elementi secondo la sequenza/ciclo nota come XIĀNGSHĒNG 相生 “Reciproca Generazione (o Produzione)” e tuttavia li assimila rispettivamente ai numeri 8, 7, 5, 9, 6, cioè:

	8
	Legno
	7
	Fuoco
	5
	Terra
	9
	Metallo
	6
	Acqua
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	Legno
MÙ 木
	Fuoco
HUǑ 火
	Terra
TǓ 土
	Metallo
JĪN 金
	Acqua
SHUǏ 水

	8

BĀ 八
	7

QĪ 七
	5

WǓ 五
	9

JIǓ 九
	6

LIÙ 六

	Primavera

CHŪN 春
	Estate

XIÀ 夏
	(quinta stagione)
	Autunno

QIŪ 秋 (秌)
	Inverno

DŌNG 冬


Lo YUÈLÌNG fornisce l’ordine temporale degli elementi e si dedica a mostrare la funzione dei numeri nell’ordinamento dell’anno. Ad esempio, 30 (
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; il 5 della Terra non si somma) è uno dei principali divisori di 360 (numero dei giorni dell’Anno rituale o religioso cinese). Si dice che:

· il numero (o classificatore) 8 governa l’ambito temporale del Legno che è la Primavera;

· il numero (o classificatore) 7 governa l’ambito temporale del Fuoco che è l’Estate;

· e così via.

Mettendo insieme la HÓNGFÀN e lo YUÈLÌNG, rispetto alle “5 Fasi” diremo che:
il Nord è stato costituito per primo poiché lo governa il numero 1 (della HÓNGFÀN), l’Acqua ha come ambito spaziale il Nord e come ambito temporale l’Inverno, l’Acqua è governata spazialmente dall’ 1 e temporalmente dal 6; il Sud ..., ecc.
	
	Acqua
	Fuoco
	Legno
	Metallo
	Terra

	HÓNGFÀN
	1
	2
	3
	4
	5

	YUÈLÌNG
	6
	7
	8
	9
	5

	
	Ogni Fase è associata ad una coppia di numeri “congrui modulo 5”


	
	Fuoco

Sud
	
	
	
	
	Fuoco

Estate
	

	Legno

Est
	
	
	2
	
	
	Metallo

Ovest
	
	
	Legno

Primavera
	
	
	7
	
	
	Metallo

Autunno

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	3
	
	5
	
	4
	
	
	
	
	8
	
	5
	
	9
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	1
	
	
	
	
	
	
	
	
	6
	
	
	

	
	Nord

Acqua
	
	
	
	
	Inverno

Acqua
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	HÓNGFÀN - Spazio
	
	
	YUÈLÌNG - Tempo


	
	Fuoco:   Sud, Estate
	

	Legno:   Est, Primavera
	
	
	
	7
	
	
	
	Metallo:   Ovest, Autunno

	
	
	
	
	2
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	8
	3
	5  5
	4
	9
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	1
	
	
	
	

	
	
	
	
	6
	
	
	
	

	
	Acqua:   Nord, Inverno
	


HÉTÚ  河图 (河圖)  “Diagramma (Mappa/Disegno/Quadro/Carta/Grafico) del Fiume (Giallo)”

Secondo la leggenda
, il mitico imperatore FÚXĪ 伏羲
 (III millennio aC) vide uscire dallo HUÁNGHÉ 黄河 (黃河) “Fiume Giallo”
 un cavallo-drago sul cui manto era disegnata la HÉTÚ.
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	 (Fonte: Liu Da, I King e la Numerologia, Astrolabio, Roma 1982, pag. 22)


Nella versione del “Classico dei Mutamenti” attribuita al grande filosofo neoconfuciano ZHŪ XĪ 朱熹 (1130-1200) HÉTÚ e LUÒSHŪ sono rappresentate in forma quadrata e in bianco (per i pallini YÁNG: o) e nero (per i pallini YĪN: ●).
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	 (Fonte: Liu Da, I King e la Numerologia, Astrolabio, Roma 1982, pag. 23)


In altri testi, soprattutto taoisti, la HÉTÚ viene raffigurata in forma circolare (simbolo del Cielo) e con il colore verde, mentre la LUÒSHŪ sempre in forma quadrata (simbolo della Terra) ma con il colore rosso.
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	(Fonte: http://www.giuliaboschi.com/medicinacinese/hetue.htm)


Raffigura i primi 10 numeri disposti in croce con al centro 5 e 10: la disposizione è presupposta dalla prima sezione della HÓNGFÀN e dallo YUÈLÌNG.
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È associata allo XIĀNTIĀN 先天 “Cielo Anteriore” dell’imperatore FÚXĪ, cioè all’ordine anteriore dei BĀGUÀ 八卦 “8 Trigrammi”.
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	(Fonte: http://www.divine.com.tw/pbt08-1-3-1-6.htm)


Un’accezione antica di HÉTÚ indicava una tavoletta di giada con la descrizione della posizione dei pianeti del proprietario (in genere il sovrano), cioè il rapporto tra Cielo Anteriore e configurazione astrale nel momento del concepimento.

1, 2, 3, 4, 5 si dicono numeri germinali o anteriori; 6, 7, 8, 9, 10 si dicono numeri del compimento o posteriori 
. I numeri dispari sono numeri celesti (YÁNG), i numeri pari sono numeri terrestri (YĪN). Il 
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, somma dei LIǍNGYÍ 两仪 (兩儀) “2 Strumenti”, vale a dire lo YĪN 阴 (陰, 隂), associato al numero 2, e lo YÁNG 阳 (陽), associato al numero 3, è la cerniera tra l’invisibile (il non manifesto) e il visibile (il manifesto). Le cinque coppie 1-6, 2-7, 3-8, 4-9 e 5-10 sono costituite ciascuna da due numeri congrui modulo 5 di cui uno germinale e l’altro del compimento, e anche uno celeste e l’altro terrestre. Entrambe le sequenze dei dispari (YÁNG) e dei pari (YĪN) vanno lette in senso orario iniziando rispettivamente da 1 e 2.

LUÒSHŪ   洛书 (洛書)  “Documento (Scritto) del (Fiume) LUÒ”

Secondo la leggenda, mille anni dopo FÚXĪ 伏羲, l’imperatore YǙ 禹 s’imbatté in una tartaruga magica che portava incisa sulla corazza la LUÒSHŪ.
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	 (Fonte: Liu Da, I King e la Numerologia, Astrolabio, Roma 1982, pag. 25)


I primi 9 numeri sono disposti secondo i punti cardinali, gli otto punti della rosa dei venti, e (come per la HÉTÚ) sempre a partire dal nord in basso, col sud in alto e l’est a sinistra (di chi guarda il foglio), secondo la consuetudine cinese. Anche qui i pallini vuoti “o” (bianchi) corrispondono a numeri YÁNG, i pallini pieni “●” (neri) a numeri YĪN.

È associata allo HÒUTIĀN 后天 (後天) “Cielo Posteriore” di ZHŌU WÉNWÁNG 周文王 “(il) Re WÉN (“Letterato”) degli ZHŌU”, cioè all’ordine posteriore dei BĀGUÀ 八卦 “8 Trigrammi”.
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	 (Fonte: http://www.divine.com.tw/pbt08-1-3-1-6.htm)


I numeri della LUÒSHŪ vengono disposti anche in un quadrato magico (la “magia” o “magicità” sta nel fatto che la somma per diagonali, per colonne e per righe è sempre la stessa e vale 15).
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	(Fonte: http://www.giuliaboschi.com/medicinacinese/hetue.htm)
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La sequenza dei numeri dispari, YÁNG, va letta in senso orario (usato, in Medicina Tradizionale Cinese, per la tonificazione), iniziando dal 3, mentre quella dei numeri pari, YĪN, va letta in senso antiorario (usato per la dispersione), iniziando dal 2.

La sequenza 3, 9, 7, 1 è funzione dello strumento 3=YÁNG, nel senso che è ciclicamente invariante rispetto alla moltiplicazione modulo 10 (
) per 3; analogamente, la sequenza 2, 4, 8, 6 é funzione dello strumento 2=YĪN, cioè è ciclicamente invariante rispetto alla moltiplicazione modulo 10 per 2:

	3 = YÁNG
	
	2 = YĪN

	3
	3
	
	2
	2

	3x3=9
	9
	
	2x2=4
	4

	9x3=27
	7
	
	4x2=8
	8

	27x3=81
	1
	
	8x2=16
	6

	81x3=243
	3
	
	16x2=32
	2

	243x3=729
	9
	
	32x2=64
	4

	729x3=2187
	7
	
	64x2=128
	8

	2187x3=6561
	1
	
	128x2=256
	6

	...
	...
	
	...
	...


Il totale dei pallini è 
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o per la HÉTÚ e 
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o per la LUÒSHŪ. Le 2 mappe assieme danno 
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C’è chi afferma che in queste 2 mappe sia contenuta la “chiave matematica” della vita e dell’universo, inaccessibile ai più.

MÍNGTÁNG   明堂  “Tempio (Palazzo/Sala) Splendente (Luminosa/della Luce)”

Era la “Casa del Calendario”, un edificio rituale la cui architettura sacra doveva riassumere, con la sua struttura orientata nello spazio, l’ordinamento cosmico, e nel quale i sovrani circolavano/deambulavano ordinando spazio e tempo e mantenendo un esatto legame tra stagioni e orienti (punti cardinali). Il colore delle vesti, i cibi e l’ubicazione della stanza visitata o abitata dal sovrano dovevano essere in armonia con la stagione corrispondente.

Il MÍNGTÁNG era un palazzo nel quale i primi imperatori ZHŌU ricevevano i feudatari e offrivano i sacrifici agli antenati e alla suprema divinità, denominata SHÀNGDÌ 上帝 “Imperatore dell’Alto (dall’Alto/in Alto/Supremo)”.

Esistono due versioni del MÍNGTÁNG: a cinque stanze/logge (i 4 punti cardinali e il centro) e a nove stanze/logge (le 8 direzioni più il centro, 9 come emblema delle 9 logge celesti, dei 9 continenti terrestri, ecc.).

Henri Maspero (1883-1945)
 ritenne che il MÍNGTÁNG fosse una pura costruzione concettuale del periodo Stati Combattenti. Piero Corradini (1933-)
 ha recentemente dimostrato che non esiste alcun fondamento storico per sostenere che le prescrizioni dello YUÈLÌNG fossero effettivamente seguite dal sovrano all’interno del MÍNGTÁNG. Secondo lo studioso John S. Major la struttura quadrata a 9 logge veniva adattata ai 12 mesi raddoppiando i tempi di soggiorno nelle zone a NE, SE e NO.

	
	S
	
	
	
	
	SE
	S
	SO

	E
	Centro
	O
	
	
	
	E
	Centro
	O

	
	N
	
	
	
	
	NE
	N
	NO

	
	
	
	
	

	MÍNGTÁNG a 5 logge
	
	
	
	MÍNGTÁNG a 9 logge


QUADRATI MAGICI

	4
	9
	2
	
	
	
	7
	2
	9

	3
	5
	7
	
	
	
	8
	6
	4

	8
	1
	6
	
	
	
	3
	10
	5


I due di sopra sono entrambi quadrati magici di ordine (o lato) 3, vale a dire configurazioni piane di 
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 numeri
 disposti all’interno di altrettante caselle come in figura, in modo tale che la somma degli elementi di ciascuna delle tre righe, di ciascuna delle tre colonne e di ciascuna delle due diagonali
 dia sempre lo stesso numero, detto costante magica. Questa vale 15 nel primo quadrato e 18 nel secondo.
Granet si domanda come mai i Cinesi non abbiano menzionato il secondo dei due quadrati, anch’esso aritmologicamente notevole. Nel “centro” del primo quadrato c’è 5, emblema della Terra, somma dei due Strumenti (
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) e “centro” dei dispari, mentre nel secondo c’è 6, emblema del Cielo, prodotto dei due Strumenti (
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) e “centro” dei pari. Il secondo quadrato è ottenuto considerando come numero di ciascuna casella il complemento a 11 di quello della casella corrispondente nel primo quadrato
. Il numero 
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 è definito da Granet come ierogamia (“nozze fra due divinità”), ed è considerato il DÀOSHÙ 道数 (道數) “il Numero del DÀO”. Inoltre, sommando i 2 quadrati (prima casella con prima casella, seconda con seconda, e così via e poi sommando i risultati) si ottiene 
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; 9 regioni celesti e 9 continenti terrestri, 9 volte la ierogamia.

I due precedenti quadrati magici appartengono alla seguente famiglia infinita di quadrati magici di ordine 3, dovuta al matematico francese François Édouard Anatole Lucas (1842-1891)
:
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dove A, B e C sono tre numeri interi qualsiasi soggetti alle condizioni 
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 (da cui risulta necessariamente 
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). La costante magica del generico quadrato è 
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 (ovviamente la magia permane anche con numeri non interi).

Per 
[image: image987.wmf]5

C

=

 la costante magica è 
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 e c’è una sola possibilità (
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 e 
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) cui corrisponde il quadrato magico della LUÒSHŪ, con i suoi nove numeri tutti consecutivi (da 1 a 9).

Per 
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 la costante magica è 
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 e ci sono tre possibilità di cui solo una (
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) ha tutti e nove i numeri consecutivi (da 2 a 10) e corrisponde al quadrato magico di Granet:

	A=1 , B=3
	
	A=1 , B=4
	
	A=2 , B=3

	5
	10
	3
	
	5
	11
	2
	
	4
	11
	3

	4
	6
	8
	
	3
	6
	9
	
	5
	6
	7

	9
	2
	7
	
	10
	1
	7
	
	9
	1
	8


Per 
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 la costante magica è 
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 e ci sono quattro possibilità di cui solo una (
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) ha tutti e nove i numeri consecutivi (da 3 a 11):

	A=1 , B=3
	
	A=1 , B=4
	
	A=1 , B=5
	
	A=2 , B=3

	6
	11
	4
	
	6
	12
	3
	
	6
	13
	2
	
	5
	12
	4

	5
	7
	9
	
	4
	7
	10
	
	3
	7
	11
	
	6
	7
	8

	10
	3
	8
	
	11
	2
	8
	
	12
	1
	8
	
	10
	2
	9


In generale, per ogni 
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 intero esiste solo una possibilità per la quale tutti i nove numeri sono consecutivi e corrisponde sempre alla scelta 
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 con i nove numeri che vanno da 
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 (estremi inclusi).

Abbiamo visto che i primi 9 numeri naturali si possono disporre in un quadrato magico (quello della LUÒSHŪ) di costante magica 15. Domandiamoci ora se sia possibile, sempre con i primi 9 numeri naturali, costruire altri quadrati magici. La risposta è no! Vediamo perché. Provando a incasellare i numeri, senza seguire uno schema ben preciso, si scopre ben presto che ci sono solo le seguenti 8 possibilità:

	4
	9
	2
	
	8
	3
	4
	
	6
	1
	8
	
	2
	7
	6

	3
	5
	7
	
	1
	5
	9
	
	7
	5
	3
	
	9
	5
	1

	8
	1
	6
	
	6
	7
	2
	
	2
	9
	4
	
	4
	3
	8


	4
	3
	8
	
	2
	9
	4
	
	6
	7
	2
	
	8
	1
	6

	9
	5
	1
	
	7
	5
	3
	
	1
	5
	9
	
	3
	5
	7

	2
	7
	6
	
	6
	1
	8
	
	8
	3
	4
	
	4
	9
	2


Inoltre, si osserva che:

· il 5 occupa sempre il centro (la magicità sparisce con qualsiasi altra disposizione che preveda al centro uno qualsiasi degli altri otto numeri);

· i pari occupano sempre le caselle agli angoli mentre i dispari occupano sempre la riga e la colonna centrali;

· la magicità è ottenuta sempre con le stesse otto 3-plette (“triplette”) magiche
:

{1, 5, 9}, {2, 6, 7}, {3, 4, 8}, {2, 4, 9}, {3, 5, 7}, {1, 6, 8}, parallele ai lati del quadrato, 

{2, 5, 8}, {4, 5, 6}, sulle diagonali principali;

· con un numero finito di opportuni movimenti rigidi
 è possibile far combaciare (la configurazione numerica di) uno qualsiasi degli 8 quadrati con (quella di) ciascuno degli altri 7; questo fatto si esprime matematicamente dicendo che gli 8 quadrati sono tra loro isometrici o, in altre parole, che c’è un solo quadrato magico a meno di isometrie;
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	Poligonale naturale della LUÒSHŪ

	
	
	
	

	
	
	
	


· sempre a meno di isometrie, esiste una sola poligonale naturale (la linea che si ottiene unendo con segmenti, aventi gli estremi nei centri delle caselle, tutti i numeri in esse contenuti, dal più piccolo al più grande).

In generale, due quadrati magici dello stesso ordine N li diciamo uguali se sono isometrici, diversi in caso contrario
. Con questa definizione potremmo pensare di estendere i risultati precedenti dicendo che per ogni 
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 esiste, ammesso che esista, un solo quadrato magico di ordine N costituito dalla serie dei primi 
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 numeri naturali
. Ma così non è!.
Infatti, una volta costruitone uno
, ricavare da questo delle varianti non isometriche è pressoché immediato (le isometrie non esauriscono affatto tutte le possibilità
 come nel caso 
[image: image1006.wmf]3
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), come mostrano i successivi tre esempi costruiti a partire da uno stesso quadrato magico di ordine 4. In questi esempi, l’assenza di isometria tra ciascuno dei tre quadrati di destra con quello di sinistra, sempre uguale, si può cogliere, oltre che per la diversa distanza tra alcune coppie di elementi corrispondenti, anche per la diversa “foggia” assunta dalle relative poligonali, ovviamente non isometriche, ma comunque sorprendentemente regolari.
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Il quadrato a sinistra è sempre lo stesso mentre quello a destra è una sua variante non isometrica dato che, ad esempio, non si conserva la distanza tra 1 e 16 nel 1° caso, tra 1 e 14 nel 2° e tra 8 e 12 nel 3°.

I quadrati magici costituiti dalla serie dei numeri naturali sono i più “semplici”, i primi ad essere stati scoperti, i più popolari e (forse per tutte queste ragioni) i più suggestivi. Ma non sono i soli. Esistono diverse tipologie di quadrati magici, spesso associate a specifiche tecniche di costruzione degli stessi, oltre a fantasiose varianti della nozione di “magia”
. L’interesse per il mondo dei quadrati magici (e non solo quadrati) ha radici lontane ed è oggi più vivo che mai
.

<<Il particolare interesse che suscitano i quadrati magici è dovuto al fascino misterioso che possiedono. Sembrano infatti tradire, attraverso un preciso schema, la presenza di un disegno cosciente dovuto a un’intelligenza nascosta. Un fenomeno che trova il suo stretto analogo in natura.>> (Paul Carus)

Infine, alcuni esemplari di quadrati magici (con la serie dei naturali) fino all’ordine 10

	17
	23
	4
	10
	11
	
	35
	3
	31
	8
	30
	4
	
	30
	38
	46
	5
	13
	21
	22

	24
	5
	6
	12
	18
	
	1
	32
	9
	28
	5
	36
	
	39
	47
	6
	14
	15
	23
	31

	1
	7
	13
	19
	25
	
	6
	7
	2
	33
	34
	29
	
	48
	7
	8
	16
	24
	32
	40

	8
	14
	20
	21
	2
	
	26
	21
	22
	17
	12
	13
	
	1
	9
	17
	25
	33
	41
	49

	15
	16
	22
	3
	9
	
	19
	23
	27
	10
	14
	18
	
	10
	18
	26
	34
	42
	43
	2

	Costante magica  65
	
	24
	25
	20
	15
	16
	11
	
	19
	27
	35
	36
	44
	3
	11

	
	
	
	
	
	
	Costante magica  111
	
	28
	29
	37
	45
	4
	12
	20

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	Costante magica  175


	64
	9
	17
	40
	32
	41
	49
	8
	
	47
	57
	67
	77
	6
	16
	26
	36
	37

	2
	55
	47
	26
	34
	23
	15
	58
	
	58
	68
	78
	7
	17
	27
	28
	38
	48

	3
	54
	46
	27
	35
	22
	14
	59
	
	69
	79
	8
	18
	19
	29
	39
	49
	59

	61
	12
	20
	37
	29
	44
	52
	5
	
	80
	9
	10
	20
	30
	40
	50
	60
	70

	60
	13
	21
	36
	28
	45
	53
	4
	
	1
	11
	21
	31
	41
	51
	61
	71
	81

	6
	51
	43
	30
	38
	19
	11
	62
	
	12
	22
	32
	42
	52
	62
	72
	73
	2

	7
	50
	42
	31
	39
	18
	10
	63
	
	23
	33
	43
	53
	63
	64
	74
	3
	13

	57
	16
	24
	33
	25
	48
	56
	1
	
	34
	44
	54
	55
	65
	75
	4
	14
	24

	Costante magica  260
	
	45
	46
	56
	66
	76
	5
	15
	25
	35

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	Costante magica  369


	92
	98
	4
	85
	86
	17
	23
	79
	10
	11

	99
	80
	81
	87
	93
	24
	5
	6
	12
	18

	1
	7
	88
	19
	25
	76
	82
	13
	94
	100

	8
	14
	20
	21
	2
	83
	89
	95
	96
	77

	15
	16
	22
	3
	9
	90
	91
	97
	78
	84

	67
	73
	54
	60
	61
	42
	48
	29
	35
	36

	74
	55
	56
	62
	68
	49
	30
	31
	37
	43

	51
	57
	63
	69
	75
	26
	32
	38
	44
	50

	58
	64
	70
	71
	52
	33
	39
	45
	46
	27

	40
	41
	47
	28
	34
	65
	66
	72
	53
	59

	Costante magica  505
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� Noto anche come SHÀNGSHŪ 尚书 (尚書) “Documenti dei Vecchi”.


� Lo SHǏJÌ è il primo testo di storia sistematica cinese, comparabile per la sua importanza e mole con le Historiai di Erodoto (484-420 aC). Fu compilato sotto il regno (140-87 aC) del grande imperatore HÀN WǓDÌ 汉武帝 (漢武帝).


� Il primo periodo della dinastia ZHŌU, dal 1046 al 770 aC, viene detto degli XĪZHŌU 西周 “ZHŌU Occidentali”, mentre il successivo, dal 770 al 221 aC, viene detto dei DŌNGZHŌU 东周 (東周) “ZHŌU Orientali”, a sua volta, diviso in CHŪNQIŪ SHÍDÀI 春秋时代 (春秌時代, 春秌旹代) “Periodo (delle) Primavere e Autunni”, dal 770 al 476 aC, e ZHÀNGUÓ SHÍDÀI 战国时代 (戰國時代, 戰囯旹代) “Periodo (degli) Stati/Regni Combattenti”, dal 475 al 221 aC.


� JĪZǏ era lo zio di ZHÒUXĪN 纣辛 (紂辛), ultimo imperatore (r. 1075-1046 aC) della SHĀNGDÀI 商代 “Dinastia SHĀNG” (c. 1600-1046 aC) e meglio noto come DÌXĪN 帝辛.


� Secondo la tradizione, ZHŌU WǓWÁNG è il fondatore (r. 1046-1043 aC) della ZHŌUDÀI 周代 “Dinastia ZHŌU” (1046-221 aC). Nato col nome di JĪ FĀ 姫发 (姫發) e figlio di ZHŌU WÉNWÁNG 周文王 “Re WÉN (“Letterato”) degli ZHŌU”, ultimo re predinastico degli ZHŌU, nato col nome di JĪ CHĀNG 姫昌 e figlio di JÌ LÌ 季历 (季歷).


� Secondo la tradizione, YǙ è il fondatore (r. 2205-2197 o 2070-2061 o 1989-1978 aC) della XIÀDÀI 夏代 “Dinastia XIÀ” (2205-? o 2070-? o 1989-? sec aC), nato col nome di SÌ WÉNMÌNG 姒文命 e figlio di SÌ GǓN 姒鲧 (姒鯀), spesso chiamato DÀYǙ 大禹 “YǙ il Grande”, e col nome templare di ZǏYǏ 子乙.


� L’espressione WǓXÍNG non è da confondersi con quella di WǓYÙN 五运 (五運) “5 Movimenti/Rivoluzioni” (di derivazione astronomica) e di WǓCÁI 五材 “5 Elementi” (emblemi di materiali).


� Da non confondere con la sequenza/ciclo di “Reciproca Generazione (o Produzione)” (vd. oltre, YUÈLÌNG).


� Sinologo e sociologo francese.


� Sinologo francese.


� Datato al 239-240 aC e attribuito a LǙ BÙWÉI 呂不韦 (呂不韋) (?-235 aC).


� DÀI SHÈNG  戴圣 (戴聖), nipote di DÀI DÉ 戴德, letterati del II-I sec aC.


� Accreditata già nel VI sec aC.


� Per tradizione, FÚXĪ è il primo dei mitici SĀNHUÁNG 三皇 “Tre (Augusti) Sovrani”. Nelle fonti è detto anche TÀIHÀO 太昊 o 太皞, DÀHÀO 大皞, BĀOXĪ 包牺 (包犧), PÁOXĪ 庖牺 (庖犧), MÌXÌ 宓戏 (宓戲) o MIXĪ 宓羲.


� È considerato la culla della civiltà cinese. I Cinesi lo chiamano anche DÀHÉ 大河 “(il) Grande Fiume” o HUÁNG 黄 (黃) “(il) Giallo” o semplicemente HÉ 河 “(il) Fiume” (è lo “HÉ” per antonomasia). L’altro grande fiume della Cina, che noi Occidentali battezzammo “Fiume Azzurro”, dai Cinesi è chiamato CHÁNGJIĀNG 长江 (長江) “(il) Lungo Fiume” o YÁNGZǏJIĀNG 扬子江 (揚子江, 敭子江), ma anche più familiarmente DÀJIĀNG 大江 “(il) Grande Fiume” o semplicemente JIĀNG 江 “(il) Fiume” (è lo “JIĀNG” per antonomasia).


� Nello YUÈLÌNG il numero 5 viene talvolta sostituito col numero 10 (SHĪ 十), tanto i due sono congrui modulo 5.


� Trattasi del LUÒHÉ “Fiume LUÒ” che scorre nelle province SHǍNXĪ 陕西 (陝西) e HÉNÁN 河南.


� Moltiplicare modulo 10 vuol dire moltiplicare normalmente e prendere del risultato solo la cifra delle unità, ad esempio: � EMBED Equation.3  ���(dato che � EMBED Equation.3  ��� e 5 è la cifra delle unità di 45), � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���, ecc..


� Sinologo e vietnamologo francese.


� Studioso romano delle Civiltà dell’Estremo Oriente, ha insegnato nelle università di Napoli (1964-1975), Macerata (1975-1985) e presso “La Sapienza” di Roma (1985-2000) dove, fuori ruolo, è rimasto come Professore Ordinario di Storia dell’Asia Orientale.


� In generale numeri qualsiasi, ma qui verranno presi in considerazione solo numeri interi positivi (i “naturali”) e tutti diversi (cioè “senza ripetizioni”).


� Nel contesto dei quadrati magici queste sono dette le diagonali principali (ascendente e discendente) per distinguerle da quelle ad esse parallele e più corte dette diagonali secondarie.


� Ad esempio, il complemento a 11 del numero 4 del 1° quadrato è il numero 7 del 2° quadrato, dato che 4+7=11.


� Insegnò matematica presso il Lycée Saint Louis e il Lycée Charlemagne di Parigi. Lucas è famoso per i suoi risultati in teoria dei numeri - in special modo riguardo la cosiddetta sequenza di Fibonacci - e come matematico ricreativo - sua è l’invenzione del famoso rompicapo noto come la torre di Hanoi, e la sua opera in quattro volumi Récréations mathématiques (1882-94) è considerata un classico.


� In generale non ha importanza l’ordine degli elementi di ciascuna tripletta. La nozione di tripletta magica può essere generalizzata. Un quadrato magico di ordine N possiede � EMBED Equation.3  ��� raggruppamenti costituiti ciascuno da N elementi la cui somma è la costante magica (le N righe, le N colonne e le 2 diagonali principali); ciascuno di questi raggruppamenti si dice N-pletta (“ennupletta”) magica.


� Cioè con spostamenti, rotazioni e ribaltamenti ma senza deformazioni e senza, perciò, alterare la configurazione dei numeri (che possiamo immaginare incollati alle loro caselle); con queste operazioni qualche quadrato recherà dei numeri al rovescio, ma questo non ci impedisce di leggerli (se pensiamo a quadrati di materiale trasparente) e quindi di riscriverli correttamente.


� Ovviamente quadrati magici uguali hanno anche le stesse N-plette magiche e la stessa (isometrica) poligonale naturale. Il viceversa andrebbe provato e non è facile (anche se è evidente nel caso � EMBED Equation.3  ���). Alcuni autori preferiscono definire uguali due quadrati magici quando hanno le stesse N-plette magiche.


� La sua costante magica vale sempre � EMBED Equation.3  ���.


� Esistono diverse tecniche per costruire quadrati magici di qualsiasi ordine con la serie dei numeri naturali.


� Per � EMBED Equation.3  ���ci sono 880 quadrati magici diversi, per � EMBED Equation.3  ��� ce ne sono ben 275.305.224, mentre per � EMBED Equation.3  ��� il loro numero è sconosciuto.


� Ad esempio: quadrati semimagici (è costante solo la somma per righe e colonne), quadrati doppiamente magici o satanici (quadrati magici che restano tali sostituendo a ciascun numero una sua potenza con esponente fissato), quadrati magicamente magici o diabolici (quadrati magici nei quali oltre ad avere somma costante nei � EMBED Equation.3  ��� modi soliti, la si può ottenere in molti altri modi), quadrati cabalistici (quelli ad un tempo satanici e diabolici).


� Una buona introduzione ai quadrati magici si trova in Matematica dilettevole e curiosa, di Italo Ghersi, Edizioni Hoepli, Milano 1978.


� Cit. pag. 131 di Personaggi e paradossi della matematica, di David Wells, Mondadori, Milano 2002. Paul Carus (1852-1919), intellettuale tedesco che, come altri, si rifugiò negli USA dopo il fallimento della rivoluzione liberale europea del 1848. Amava considerarsi un teologo piuttosto che un filosofo, “un ateo che amava Dio”. Fu una figura chiave nell’introduzione del Buddhismo in Occidente, sponsorizzando la traduzione dell’opera del maestro giapponese Daisetz Teitaro Suzuki (1870-1966).
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