PROVA D’ESAME * SESSIONE ORDINARIA 2017

Liceo scientifico e opzione scienze applicate

P2 Una torta di forma cilindrica & collocata sotto una cupola di plastica di forma semisferica. Dimostrare che

la torta occupa meno dei % del volume della semisfera.
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SOLUZIONE * SESSIONE ORDINARIA 2017

Liceo scientifico e opzione scienze applicate

Pl Consideriamo il caso in cui la base superiore del cilindro retto corrispondente alla torta ¢ tangente alla
superficie interna della cupola semisferica. Fissata 'altezza, questa torta ¢ la piti grande possibile.
Indichiamo i volumi della cupola e della torta con Viyea € Vigna. Dobbiamo verificare che

. \%
Viorta < in ola- Questo equivale a mostrare che - < i.
> ” cupola 5

Cerchiamo il massimo del rapporto tra i volumi della torta e della cupola, mostrando che tale massimo
) . .3
¢ sempre minore di &

La figura mostra una sezione verticale di torta e cupola, con il piano di sezione perpendicolare alla base della
cupola e passante per il suo centro.

Indichiamo con R il raggio della cupola semisferica e con r il raggio di base della torta. Consideriamo un
angolo § come indicato in figura.

R h

0

r ¥ Figura 13

Il metodo piu efficiente per risolvere il quesito ¢ considerare come incognita I'altezza h della torta.
Mostriamo la risoluzione anche nel caso in cui si scelgano come incognite il raggio r della torta oppure
I'angolo §.

METODO 1: I'incognita ¢ I’altezza h
Il volume della cupola é:

1 4 2
Veupola = 5 §NR3 = §7TR3-

Scriviamo il volume della torta in funzione di k. R, r e h sono i lati di un triangolo rettangolo, quindi per il
teorema di Pitagora si ha r = VVR*— h?, con 0 < h < R. Calcoliamo il volume della torta:

Vtorta = TC<W)2 : h = 7T(R2 - h2) . h
Il rapporto tra i volumi é:

f(l’l)z 7T(R;_hz)'h _3 . h(Rz_hz) — 3 R*h—HW ]

3

R3 B 7 R3 7 R3
Studiamo massimi e minimi di f(/). Calcoliamo la derivata prima:
’ _ 3 X 2 2

Studiamo il segno di f'(h) con 0 <h <R:

21323 (R2=3h)>0 — R2—3h2>0 — 302<R® —
R? \/T \/T \/T
2 SRS K< = . - <h< —_
h* < 3 3 R<h< 3 R 0<h=< 3 R.
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o=

0 R R

B Figura 14

Pertanto, per h = \/g R il rapporto dei volumi &€ massimo e vale:

V-3 YRGS

METODO 2: I'incognita é il raggio r

/L 3
I Y

In alternativa, ¢ possibile risolvere il quesito considerando come incognita la variabile r, ovvero il raggio di

base della torta. Il volume della cupola non dipende da r:

2
chpola = ? TR ’ .

Per il teorema di Pitagora si ha h = VR*—r?, con 0 < r < R. Calcoliamo il volume della torta in funzione

dir:
Viorta = T2 - VR*— 12,
Il rapporto tra i volumi é:

o) = FEVR=S 5 PR
?KR3 2 R? ‘

Studiamo massimi e minimi di g(r), con 0 <r < R:

g(r)y= 72;3 '[Zr\/m+ r-

v =aellly

3 s (pr_r 2.1\
2R 2r< Kmr=r ZVRZ—r2>
i.rZ(Rz—rz)—r2 __3 r(2R*—
R’ 2VR>—r? 2R NR*—1?

Il segno della derivata coincide con quello del numeratore, poiché il denominatore € sempre positivo.

Ricordando che 0 < r < R, abbiamo:

r(2R?—3r2)>0 — 2R?>3¢2 — ,ZS%Rz -

VZr<rsy/ZR - o0sr=y/ZR

\ M Figura 15
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Pertanto, per r = \/z R il rapporto dei volumi & massimo e vale:
(W2 «/ VT
d\VER)=3 =L =osm<?

METODO 3: I'incognita ¢ I'angolo 9
Il volume della semisfera &

2
chpola = 3 mR>

e il volume della torta ¢
Vtorta = 7T1’2 : h.
Come mostrato nella figura iniziale, r, R e § sono gli elementi del triangolo rettangolo, quindi

r=RcosY e h = Rsin9.

Dunque:
Vierta = T2 - h = m(Rcos9)*- Rsin9d = wR3cos*Isin J
Pertanto la funzione che esprime il rapporto tra i volumi ¢

3 2 :
cos*dsin =%coszﬁsin8.

m(9) = >
3
?KR

Poiché la figura ¢ simmetrica, possiamo limitare lo studio della funzione all’intervallo 0 <3 % Stu-
diamo dunque massimi e minimi della funzione m(9), con 0 <9 < %

Calcoliamo la derivata prima
m(9) = 5[2cos9(—sin9)-sin9 + cosJ - cos §] = 5-cos §(—2sin*9 + cos*9)

Poiché sin?9 + cos?9 = 1 otteniamo
cosS( 2sin?9 + 1 —sin?Y) = —cos8( 3sin?9 +1).

m'(9) =
Studiamo il segno della derivata prima in 0 <9 < % Poiché nel primo quadrante si ha sin3=>0 e

cos9 = 0:
cos9(—3sin?9+1)>0 — —3sin’d+1>0 —

—\/%SsinSS\/g - OSSSarcsin\/g.

sin?9 < —+

.
/ ‘ \ M Figura 16
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Dallo schema dei segni deduciamo che per § = arcsin\/g , ovvero per sin9 = \/I , il rapporto tra i
volumi & massimo.
Poiché:

m(9) = %coszﬁsinﬁ = %(1 —sin?9)sin 9,

il valore massimo del rapporto dei volumi e:

m(arcsin\/%) = %(1 —%)\/% = \/% ~ 0,577 < %
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