PROVA D’ESAME * SESSIONE ORDINARIA 2017

Liceo scientifico e opzione scienze applicate

ETl) Data la funzione:
flx)=[4-]

verificare che essa non soddisfa tutte le ipotesi del teorema di Rolle nell'intervallo [—3; 3] e che comunque

esiste almeno un punto dell’intervallo [—3; 3] in cui la derivata prima di f(x) si annulla. Questo esempio
contraddice il teorema di Rolle? Motivare la risposta in maniera esauriente.
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SOLUZIONE * SESSIONE ORDINARIA 2017

Liceo scientifico e opzione scienze applicate

ET) Studiamo il segno dell’argomento del valore assoluto:
4—x*>20 - —2=<x=<2.
Per la definizione di valore assoluto, in [—3; 3] si ha:
4—x* se—2=<x=<2
f(x)={x2_4 se—=3=<x<-2V2<x=<3

L’intervallo [—3; 3] é chiuso e limitato, come richiesto dal teorema di Rolle.
Analizziamo le ipotesi del teorema di Rolle.

Continuita in [—3; 3]

L’espressione analitica ¢ polinomiale, quindi la funzione ¢ continua nei punti interni agli intervalli di defi-
nizione dei due tratti.

Analizziamo la continuita nei punti di ascissa x =—2 e x = 2.

Calcoliamo i limiti sinistro e destro nel punto di ascissa x =—2:

lir_r;_ flx)= lir_r%_ (x2—4)=0,
lirg+ flx)= lirg+ (4—x%)=0,

f(=2)=4-(=2)=0,
dunque la funzione ¢ continua in x =—2.

Analogamente si puo verificare che la funzione ¢ continua in x = 2, quindi lipotesi di continuita &
verificata.

Derivabilita in | —3; 3[
Deriviamo la funzione:
—2x se—2<x<2

f(x)={+2x se—3<x<—-2Vv2<x<3

L’espressione analitica della derivata ¢ polinomiale, quindi la funzione ¢ derivabile a eccezione eventualmen-
te dei punti di ascissa x =—2 e x = 2.

Stabiliamo se la funzione ¢ derivabile in x =—2, calcolando i limiti sinistro e destro.
Poiché:

f(=2)= lirgi 2x=—4e f/(-2)= lir_ri+ (—2x)=4,

la funzione non ¢ derivabile in x =—2. Analogamente si verifica che la funzione non ¢ derivabile in x = 2
e quindi la seconda ipotesi del teorema di Rolle non é verificata.

Osserviamo che, nonostante non tutte le ipotesi del teorema siano verificate, esiste un punto interno all’'in-
tervallo in cui la derivata si annulla: x = 0. Tale esempio non ¢ in contraddizione con il teorema di Rolle. Il
teorema, infatti, assicura esistenza di almeno un punto interno all’intervallo in cui la derivata si annulla nel
caso le ipotesi siano tutte verificate. Non esclude che punti in cui la derivata si annulla esistano anche se le
ipotesi non sono verificate. Le ipotesi del teorema sono infatti condizioni sufficienti ma non necessarie.

Se consideriamo l'intervallo [—1; 1], le prime due ipotesi del teorema sono verificate. Vale anche la terza
ipotesi richiesta dal teorema. Infatti: f(—1) = f(1) = 4 — (£ 1)* = 3. Pertanto il punto x = 0 trovato in pre-
cedenza ¢ il punto di cui assicura I'esistenza il teorema di Rolle applicato all'intervallo [—1; 1].

Questo file & una estensione online dei corsi di matematica © Zanichelli Editore, 2018
di Massimo Bergamini, Graziella Barozzi e Anna Trifone 2



